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NUOVA ESPOSIZIONE DELLA TEORIA GENERALE DELLE CURVE DI ì- ORDINE 
IN COORDINATE TRlLlNEARI 

PER 

ENRICO D' OVIDIO 



letti ill’Associaiiooe delle conferente di Matematiche pure ed epplictte in Napoli 



1. Un soggetto, che i geometri moderni studiano con predilezione, sono le coor- 
dinate trilineari. Ed in vero la simmetria e la generalità, che esse inducono nei 
calcoli di geometria analitica, valgono a compensare in gran parte la complica- 
zione maggiore , che le forinole acquistano , comparativamente alle analoghe in 
coordinate Cartesiane. Inoltre le coordinate trilincari si prestano con molta pie- 
ghevolezza alle tante trasformazioni, di cui sono suscettive le funzioni omogenee , 
e rendono utilissime le recenti scoperte degl'invarianti , covarianti e contrava- 
rianti , o in una parola, la teoria delle sostituzioni lineari. Ora ognuno sa come la 
sostituzione lineare non sia altro che la traduzione in formolo della trasformazione 
delle figure correlative , la quale comprende quella delle figure polari-rcciproche 
e delle proiettive, due armi potentissime della geometria del nostro secolo. 

La scienza possiede parecchi trattati intorno a questa materia. Citerò fra gli altri 
più recenti: Ferrers ( Trilinear coordinate s) , diclini ( Sulla teoria de' sistemi sem- 
plici di coordinate, Bologna, 1863), Whitworlh ( Trilinear coordinates, Cambridge, 
1865). Senza parlare degli articoli disseminati ne’periodici scientifici, massime nel 
Quarteria Journal, nel Messenger of Mathcmatics, nel nostro Giornale di Malema- 
che, nè di una memoria del Paure, della quale solo un sunto trovasi ne' !\’owelles 
Annales, 1863. 

Nelle citate opere sono ampiamente svolti i problemi sulla linea retta. Ma non 
potrebbe dirsi lo stesso di quelli sulle coniche, i quali vi si trovano meno nume- 
rosi, e, quel che più monta, trattati con procedimenti fondati sopra idee disparate 
e ristrette. Manca insomma la unità metodica, senza la quale non è progresso 
vero. 

Intanto a me pare che la teoria delle rette coniugate rispetto alle coniche sia 
capace di sopperire a questo difetto. Alle rette coniugate si riannodano i più co- 
spicui problemi intorno a 1 diametri , assi, fuochi, direttrici, polari, etc:. E nulla- 
dimcno gli autori non hanno forse intraveduto qual partito possa trarsi dalle me- 
desime, come quelle che ci pongono in grado di trattare gran numero di questioni 
relative alle coniche, informandoci ad un principio unico, ed evitando di ricorrere 
a speciali artifizii ne’ singoli casi. 

Nel presente scritto mi sono studiato di giustificare tale asserzione. Nè io credo 

t 



Digitized by Google 




)' * )( 

di avere esaurita la mia tesi. Pure spero che questi cenni , che io do , non riesci- 
ranno infecondi e sgraditi. 

Richiamo specialmente l’attenzione del lettore sull’ ordine seguilo nella esposi- 
zione ; avendo io tenuto di mira che essa fosse applicabile cou profitto nell’ inse- 
gnamento, nel quale le coordinate trilineari hanno oramai dritto di entrare. 

2 . Definizioni. Sia 

f(x, y , z)=ux*-t-ry’-l-wz*-t-2«'vzH-2r'jx-Hìto’*y=;0 



l’equazione generale di secondo grado fra le coordinate trilincari x, y, x, di un 
punto mobile riferito ad un triangolo fondamentale o coordinato , di cui chiamo 
a, b, c i lati, A, B, C gli angoli, A la superficie. 

Rappresenti 

I « to' »' I 



D== 



to' 



V u' 



o' u' 



1 0 



il discriminante della forma quadratica ternaria f[x, y, z); e rappresentino 
U, V, W, U', V', W' 
complementi algebrici degli elementi di D 

«, c, ir, b', 



cioè sia 



U=tjir — u 1 *, V=ww — e'*, W =ue — to'*, 
U'=so'ie' — uu', Y=w'u' — cr', W— uV— uno’, 



da cui si trae 

Uu-t-W'to’-f-VV=W'u)'-)-Vr-t-U'«'=VV-4-ll'u'4-Wto=D, 
U«*'-HW'»-^VV=Uo'^-WV-i-V'w=WV+Uit'-t-Uto=W'u-f-V.(0'-t-U'r >W 



Sarà 



V'H4-li’to'-+-Wr'=3sV'u('4-U'o-t-W!t'==0. 
u W' V' 

W' V li' 

v' o' w 



il determinante di questi complementi ; c le note proprietà di siffatti determinanti 
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U W V' 

W' V U' =[)*, 

V* U’ w 

VW— U'*=Du . WIJ— r^Dt), UV-W=Dto, 

V'W— UU'aiDi»', W'U'— VV'=I)p', U'V'— WW'=Dw'. 

3 . Alcune trasformazioni. Nolo qui alcuno formolo di trasformazioni , clic sa- 
ranno di uso frequente ne'calcoli avvenire. 

a) Sviluppando il seguente determinante secondo i prodotti degli elementi posti 
sull'ultima orizzontale e sull'ultima verticale , si ha 

u W t>' x' 



to' e u' y' 
a' u' w m 

x y z 0 
b) Parimente 
I U W' V' *' 
W' V U' y‘ 

I Y' U' W *' 

X y z 0 
a) Parimente 



S Uxj'+ Vy/+’Wz*'+U'( V z'-(-, v ')-(. V'(!*'+xs')-t-W'(*y'+yx'). 



—l'\uxx'-hvyy'-t-to:z'-*-u'{yz'+ty')+v'(zx'-i-xz')+v'(xy'+yx')\ 



= i D ji I+ iv4:|. 

i \dx' *dy' y ^dx' j 



to' r «' 



df_ 

dx' 

df_ 

dy' 

, , df 

» U tc - 7 — 

dz 

d± df_d[ n 
dx dy dz 



dx dx' dy dy' 



4-W 



df df , y(dl df dfdf\ / dfdf dfdf\ 

dz dz' \dydz'~ dzdy'J \dz dx dx dz' ) 

_ w , ( d £dJ_ df_df\ 

\dxdy' dy dx'} 
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Qui sottraendo dall’ultima orizzontale le precedenti moltiplicate per 2ap, iy , ’iz , 
si trova ancora 





df_ 




dx' 


u f 


•IL 


dy' 


U 1 


df 


dz' 



*L*LÌL 

dx dy di 




d) In queste identità ponendo x'xxx, y’=y, i'w, se ne traggono le seguenti: 
u to' rf x 



w v u y 

t>' u' w z 

x y s 0 



=L'* , ‘+Vv , -t-Wr , -t-2U'yi+2V'zx-t-2W , icv ; 



U W' V' x 
W V U' y 
V' U' W z 
x y z 0 



:D.f(x,y,z); 






, . àf 

u to V — 

dx 

, , df 

to r » — 

dy 

t' u' tc — 

d l ± d l ò 



=4D. f(x,y, z). 



La forma 



dx dy dz 
U*‘4Vv , -t-Wi , 4-2l!Vi+2V'r3:-t-2W'rp 
diccsi aggiunta o reciproca della f{x, y, -). 
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Le precedenti relazioni avrebbero potuto anche stabilirsi, considerando le x,y,z 
df df df 

c le-f , —, — come due sistemi di variabili contragredienti. 
dx dy dz 

4. Intersezione della conica con una retta. L’equazione generale f(x, y,z)—= 0 
rappresenta una curva di seeond' ordine, ossia una curva che è incontrata da una 
retta in due punti. Infatti la eliminazione di x fra la f(x,y, z)=0 e la equazione 
generale di una retta 

ùM-my-H»*=0 

conduce alla equazione di secondo grado omogenea in * ed y 

(tof’-t-un* — 2r'n — iu'mn]y' -t-2[(u'l-t-v'm — v'n)n — to/m]xy=0. 

Essa fornisce per x\y ilue valori reali e distinti , reali cd eguali , invaginarli , se- 
condo che 

[(tt’H-c'm — to'njn— tti/m]*— (io/*+itn* — 2r'nf)(cn’ j-vwir — 2u'mn) = 0, 
ovvero 

U/*+Vm’-fWn*-|-2U'mn-f2V'ni+2W'fm=0, 

ovvero (n° 3, d)) 

u to' v' l 
to' v u' m 
»' u' to n 
l m n 0 

c la determinazione di *, »/, z si compie sostituendo questi valori dix:y nelle 
equazioni 

/r-|-niy-f.)i,i=:0 , n*-f.ày+ex=2A. 

Dunque la retta incontra la conica in due punti reali e distinti, o imaginani , 
secondo che il soprascritto determinante è positivo o negativo. E la incontra in 
due punti reali e coincidenti, se il determinante è nullo; nel qual caso la retta di- 
cesi tangente la curva. 

5. Ellisse, iperbola, parabola. La retta all’ infinito 

o*-t-iy-|-rz=0 

incontrerà la curva in due punti reali e distinti , se il determinante' 

u to' v' a 
to' « u' b 
• t>' m' w c 

a b c 0 
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è positivo ; in due punti imaginarii, se negativo; e sarà tangente, se esso è nullo. 
Nel primo caso la curva diccsi iperbola, nel secondo dime, nel terzo parabola. 

6 . Caso in cui [equazione f(x,y, z)=0 rappresenta il siftema di due rette. Per- 
chè ciò abbia luogo , è mestieri che la f[x, y, z) si scinda in due fattori di primo 
grado , cioè sia 

f(x, y, z)=[lx-i-my-{-nz)[l‘x-i-m'y-t-n'z). 

Da questa identità si traggono le altre 

^f-=(lx-\-my-\- nz)l'+(l'x+m'y +-»'*)/, 
r/9 



— =(/a J+ mj/4- m ‘y-j- n'r)m , . 

dy 

~-—'Jx-hmi/-hnz)n’-}-(l'x-\-in'y-hn'z)n, 
la forma delle quali mostra che le tre rette 



A 1 

dx 



df, df 

= 0 , -£= 0 , - f -=0 

dy dz 



concorrono in un medesimo punto, il punto comune alle due rette 



Ix-hmy j ni=0 , l'x + m'y-\-nz'= 0. 

Sicché dovrà rieseire nullo il determinante de’loro coellicicnli.jchc è appunto il 
discriminante D. 

Le rette , il sistema delle quali è rappresentato dalla f[x, y , zi = 0 , sono 
reali e distinte , reali e coincidenti, imaginarie, secondo che una retta qualunque, 
reale e non condotta per la loro intersezione, 

L*+Mp-f-Nz=0 

le interseca in due punti reali e distinti, reali e coincidenti , imaginarii ; ovvero 
secondo clic per tutti i valori di L, M, N, reali c non proporzionali ad », to', o 
to', v, u', o v', u', to, si abbia 

« to' e' L 
to’ v «' M 
•’ u' tp N 
L M N 0 
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Ora è manifestamente necessario e sufficiente che questo accada per tre rette non 
concorrenti, affinchè accada per tutte. Scegliendole tre rette tr=0, y=0 , z=0, 
si trova che le rette rappresentate dalla f[at, y, z)=0 sono reali e distinte, reali e 
coincidenti, imaginane, secondo che le quantità 



0, V, w 



sono contemporaneamente negative, nulle, positive. 

In ogni caso però il punto d’intersezione di tali rette è reale, ed è quello in cui 
concorrono le 



«-0. 1=0, 1=0. 
dx dy di 



7 . Intersezione della conica con le trasversali condotte da un punto dato. lì. cosa 
nota che una retta tirata dal punto (®\ y', z 1 ) è rappresentata dall'equazioni 

x — x y — y' z — z 

A p v 



dove p indica la distanza del punto fisso (x\ y', x') dal punto mobile (x, y, z), con- 
tata dal primo verso il secondo , e X, p, v sono i seni degli angoli a, (I, y, che la 
direzione di questa distanza forma con i lati del triangolo coordinato (*). Questi 

(*) Si ritenga da qui innanzi la seguente definizione dogli angoli a, p, y. Da un punto P 
si tirino tre parallele allo direzioni BC , CA , AB , ed una parallela R alla direzione che 
si considera. Poi b’ imagini la R girare intorno al punto 0 in un verso convenuto e de- 
terminato una volta per sempre , sicché essa ritorni alla pristina posizione , dopo esser 
venuta a coincidere successivamente con le parallele alle BC , CA, AB in uno de' tre 
ordini 

(BC, CA, AB) , (CA, AB, BC) , (AB, BC, CA). 

Allora un punto posto Balla R alla distanza 1 da P descriverà tre archi circolari com 
presi tra 0 e 2it. I rapporti di tali archi al raggio saranno espressi da'numeri astratti o, .3, y. 
Questi misureranno gli angoli richiesti. 

Fra a. 2, y passano le relazioni 

f— /3=±it— A, 
a— yzzzdzxc— B; 

eoa 1 avvertenza di dare « ve il segno — nella prima eguaglianza od il |- nelle altre, se la 
R cade nell'angolo convesso delle parallele a BC, CA; ed analogamente per le altre ipotesi. 

L angolo della direzione R con un altra R’ va contato nello stesso verso convenuto, e 
porò varia fra 0 e 2tt. 

I precedenti risultamenti resterebbero invariati, se si facesse girare la R ancho nel verso 
opposto al convenuto, ritenendo negativi gli angoli cosi descritti, che eguagliano i sopra 
considerati diminuiti di 2it. Con questa nuova convenziono o, ?, '< possono variare da 
— it a -f-K. 
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seni sono connessi dalle relazioni 

aX A(i-+-cv= 0 

X’senìA+n'scnOB+v’senilCsSscnAsenBscnC, 
pvsen.V-i- vXso.nB-f-XsisenC -J-senAsenBsen(',=0 , 
li’+v*-j-2jivcoaA=sen*A, 
v* +■ X 3 -f-2vAcosB=sen , B , 

A*+ (l'-t-JXjicosIssen’C, 

delle quali però soltanto due sono realmente distinte cd-indipcndenti. 
Intanto dall’ equazioni della retta si traggono 

x=x'-J-Xp , y=y'+W > z=*'-+-vp ; 



e sostituendoli nella f[x, y, z) = 0 si ottiene 



w.o+(^+^+^ v y + n, ^ ')*•-*■ 



Questa equazione fornisce le distanze del punto (x', y',z') da' punti comuni alla 
retta ed alla curva. Siccliè si ritrova che ogni retta incontra la curva in due punti. 

Tali distanze, clic indicherò con p,, p t , possono essere reali c distinte , imagi- 
nane, reali ed eguali, nel quale ultimo caso la retta tocca la curva. Ma la loro 
somma ed il loro prodotto sono sempre reali ed espressi da 

1 /df' df df \ 



P.P.= 



A*'. 

/■(A,/*, v) ’ 



8 . Teorema di Newton. L’ ultima forinola prova che se da due punti si menino 
alla conica delle trasversali due a due parallele, i prodotti delle distanze de’ punti 
dati da quelli ove le trasversali incontrano la curva, serbano fra loro un rapporto 
costante, non dipendente che dalla posizione de' punti. Esso è 



A*'. iA O 

/•(*', 
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9 . Polare di un punto. Sieno, come innanzi, p,, p, le distanze dal punto (a',y',i') 
da quelli ove una trasversale condotta da esso incontra la curva , c sia p la di- 
stanza del punto (se', y', z 1 ) dal suo coniugato armonico (a, y, x) rispetto a questi 
due punti. Il teorema della media armonica di Mac-Laurin porge 




4 

Pi 



Ma dalla equazione in p dal n°7 si trae 



Quindi sarà 



Il 4 /df . df df \ 

P, **" p, _ /■(»*, y',x')\dx' ^dy'^dx' 1 ) 



W, y', ) ="= 



e rammentando che 




risulterà 



y{x\y\x^JL*+ d -Lp + 




df df df 

-+-h x — o. 

dx dy dz 



Questa equazione lineare fra le coordinate x, y, z del coniugato armonico di 
(*'. rappresenta la retta polare del punto [x',y' t z), detto polo della retta ; 

vale a dire che il luogo de’ coniugati armonici del punto (a', y'.z') rispetto alle 
coppie di punti, ove le trasversali da esso condotte incontrano una conica, è una 
retta. 

La polare ù reale o imaginaria, secondo che il polo è reale o imaginario. 

L’ equazione della polare può ricevere anche le seguenti forme (n° 3, b ) e c) ): 



u 


W' 


V’ 


x' 




ti 


to' 




d -L 

dx' 


w 


V 


II' 


y' 




to' 


V 




'IL 










— 0 








dy' 


V' 


U’ 


w 


X ' 


— u l 


v' 


u' 


tc 


df 


















dz' 








o 




df_ 


'IL 


df 


o 




V 


— 


V 




dx 


dy 


dz 


1/ 



8 
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Le polari dei punti A, I), C sono 



o.ì-o. 



dx 



dy 




IO. Criterio per giudicare che un punto eia interno o esterno alla conica. La 
polare taglia la curva in punti reali o imaginarii, secondo che è positivo o nega- 
tivo il determinante 



u to' v' 
to' V «' 
ti' u 1 w 

±IL IL 

dx 1 dy' di' 



d l 

dx' 

‘IL 

dy' 

di' 

0 



che (n“ 3, d]) equivale al prodotto 

-4 D /(*',*',*■). 

Per conseguenza la polare taglia in due punti reali c distinti , o imaginarii , se- 
condo che 

D/I*', ¥'.*')><>, 

Nel primo caso il punto è esterno, nel secondo è interno alla curva. 

Da ultimo la polare incontra in due punti coincidenti, cioè è tangente, quando 
D=0, e quando f[x', y', z')=0. Nella prima circostanza la curva si scinde in due 
rette, e la polare passa per la loro intersezione. Nella seconda circostanza il punto 
giace sulla curva; c la polare, ora divenuta tangente, passa per il polo (.r', tr'j , 
ora punto di contatto, poiché allora 



dx ' dy ' 



dj_ 

dz 1 



z'=ìf(x',y\zy=n 



11. Tangente in impunto della conica. 



d( df df 

!/-+- -f-,z=0 , 
dx dy dz 



ovvero 



U W V' x- 




, , df 

« V> V - ~ 

dx 


W' V U' y' 


=0, ovvero 


, df 

W V u 

dy 

fi f 


V' U' W j' 




1 f "/ 

xr u w -i— 
dz' 

'IL IL d L o 


x y z 0 




ilx dy dz 
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12 . Tangenti condotte da un punto alla conica. Le retlc, che vanno dal polo ai 
due punti comuni alla polare ed alla conica, riescono tangenti ; poiché in un si- 
stema armonico se due elementi coniugati coincidono in uno, ivi cade altresi uno 
de’ rimanenti. E siccome la polare incontra la curva in punti reali o imaginarii , 
secondo che 

DA*'. 



cosi nel primo caso dal punto (x', y', x 1 ) si potranno tirare due tangenti [reali ; nel 
secondo tali rette saranno imaginarie. Quando 0=0, of(x', y', *')==0, esse si con- 
fondono in una. 

La equazione complessiva delle tangenti tirate alla conica del punto (»', y', z 1 ) 
si ottiene esprimendo che le radici della equazione in p del n° 7 sono eguali per 
queste rette, e si ha 



(è x +% ^ A*.n.v)=o. 



E ponendo invece di X, p, v le quantità proporzionali x — ®', y — y', z — 

—*IW | /ì^y.z)— A*- y. *)]=°. 

ovvero 

(sF*+5» +TS )-*/ ( *'.y'.»')A*. ». ')=»• 

Ecco la equazione richiesta. 

13 . Polo di una retta. Ad ogni punto , preso come polo , corrisponde una’retta 
polare; e, viceversa, ad ogni retta 




lx + my +wz=0 , 



presa come polare, corrisponde un punto (x’, y', z') come polo. Se ne determinano 
le coordinate identilieando la equazione della retta con quella della polare di 
(*'. »’, * ) 



e si ha 



<i/ df df 
~ r 7-7 z — 0 ; 
dx dy dx 



d ± £. 

dx ' dy' 

l m 



dz‘ 
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Ora ciascuna di queste frazioni equivale alle seguenti, che se ne deducono som 
mandone i termini omonomi moltiplicati per convenienti fattori: 



2D*' 2Dy* 2D*' 

Ul+W'm+V’n ’ W'I+Vm+U’n ’ V7-t-U'm-+-Wn ' 

E da queste parimente si deduce l’altra 

r 

4D4 

U/a-t-VmA-t-Wnc-l-U'(mc-t-nA)-H V’(rm +- fe)+W'(tó-*-ma) 



ovvero (n°3, o)) 



— iAD 



u k> v a 
«' t> u ' b 
«' u' » e 
l m n 0 
Quindi le coordinate del polo saranno 

— 24 



u 


to' 


v ' 


a 


¥)' 


V 


u § 


b 


v’ 


u' 


w 


c 


l 


m 


n 


0 




—24 




n 


w' 




a 


tu' 


e 


u' 


b 


t?' 


«’ 


w 


c 


/ 


m 


n 


0 




— 


2à 




u 


to' 


v' 


a 


to' 


V 


u' 


b 


v' 


u’ 


IO 


c 


l 


m 


n 


0 



(Ui+W'm+V'n) , 



(W'f+VmH-l)'»), 



T (V7-f-U'm+Wn}. 
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E se per brevità si pone 



H 13 ,'{ 



C=U/(i-t-Vm4+Wnc-H-r'(»ir-t-ni)-t-V'{na-t-/r)-t-W(/é-t-TOa) 



« »' t' a 

w' v u' b 
v' tt’ w c 
l m n 0 



da cui 



c _(dc c _ i de 
°~ì da ’ *“4 'db 


i 


Cr= 


1 dC 

2 de 




w 


0 


n' 


C a =U l + W'm-t- V’n= 


v' 


u' 


w 




l 


in 


n 






u' 


to 


C#=W<'-t-Vm-+- U'n= 


u 


to’ 


t>' 




l 


m 


n 




u 


w’ 


»' 


C c — V'j+U’m-t-Wn= 


te 


V 


n' 




l 


m 


n 



£ — <l£'a-ì-bC ll -i r cd : 



potrà scriversi 



*=T C «- 



■=-c 



, iA 
s'= T C c . 



i poli de' lati del triangolo coordinato sono 




il 

E» 





il 

ì: 




ove E„, E 4 , E, si ottengono da C„, C 4t C r ponendo a, h, c in luogo di /, rn, n. 

14 . Centro della conica. Il polo della retta all’infinito dovrà evidentemente bi- 
secare tutte le corde condotte per esso, e però prende il nome di centro. Le sue 
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coordinale x„, y 0 , z„ si deducono da quelle del polo di una retta lx+my t-ni=0, 
mutando I, m, n in a, b, c; e si ha 



£_ 'IL ‘1L 

d£o dy„ dz„ 

a b c ' 



i A 



ÌA 



2A 



x o— g E»> i/o — j,. hjj — j, Ec ; 



posto 



E= L'o’-t-V/>*-i Wc*+ ì \}'bc+ ì V'm+ 2 W'ab= - 



n io 1 
to' 0 
»' u' 
a b 



da cui 



„ I rfE 

Eti — ~ ~ — 1>+\Y b- t-V c= 
2 da 



1 dV. 

E*= — =\V'a-t-VA-t-i;V= 

2 db 



„ I dE 

te= - — -=V /+U'»i-f-Wn= 
2 de 



ir e ii 

v' «' tr 

a b c 

»' h' (O 

u to' e' 

a b c 

u io' v ' 

io ' r u' 

a b c 



aE,-t-4E*-l-eEt=F. 



v' a 
u' b 
w c 
c 0 



Le stesse coordinate si troverebbero, osservando che, se la curva ha un centro, 
che biseca tutte le corde condotte per esso , la equazione in p del n° 7 avrà radici 
eguali ed opposte per ogni direzione. (X, g, v) ; vale a dire che il secondo termine 
sarà nullo per ogni direzione (X, g, v); c però la equazione 



riescila identica all' altra 



df , di df 
— X-t — — g-t-- — v=d 
dx 0 dy 0 dz 0 



aX -t- Ag -t- ev = 0 ; 
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donili 1 , come sopra, 

<V_ *f_ 'IL 

— °=— °=~? 

« h c 

Da ciò si trac alla sua volta clic la polare del centro è la retta all’ infinito. 

É da notare che le coordinate del centro, sostituite nella f[x, y, z ) , le fanno 
assumere il valore 

/(*<>> y<n z òi — ■ 



In fatto dal n° 3 d) si ricava 






(il 

\dy, 



LV +w m-_ 



■90' 



dj_ <jl_ 

d'Jo dz 0 



-hì\ 



,dj_ 

iiz r 



d L 

t ir , 



H-2W 









<if_ 

dy t 



— *D/'(a- 0 ,y 0 ,z 0 ), 

ma è pure 

d f d t df 

dx o Vq. «„ ) . 

a h c A 



quindi, eliminando — — , si Ita 

dx » </</„ *. 



K{/'(^u,2/o- : 0 ; 



,, . 44*0 

/ t®o» Ve’ *») — P » 



dj_ dj_ dj_ 

dx 0 dy„ dz tt f(x t ,y Q ,z 9 ) _ iAl> 

a b c 4 E ’ 

Se in queste relazioni si sostituiscono le espressioni di x„, y 0 , i,, si trova 



/■(E,, E,„ E r )=L)B, 



df_ dj_ d{_ 

dK,_ Ej_ dEc 

a li c 



indicando con 



dfia 




%r le derivate parziali di f[ E„, E 4 , F»’ 

Citar 
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15 . Alcune trasformazioni . Sovente nello studio delle coniche in coordinate 

trilineari occorre di esprimere le forinole contenenti x, y, z, in funzione di 

di df di j. ■ n i 

, — , — , variabili contragredicnti. Il lettore avra posto inente come sin ora 

mi sia dato cura di considerare le principali forinole anche da questo nuovo 
punto di vista, e segnatamente le seguenti : 

1 ° L'equazione deila conica, essendo (n° 3, d)) 






to' v 



« r’ 1 

dx 

• d l 

dy 

. , di 

» U W -r* 

dz 

df di di {) 



=HV(*. y> z )- 



dx dy dx 

2.° L’equazione della polare e della tangente; essendo essa (n. 1 9 c fi) 



ovvero 



ÉL + 


y'ÉL 


dx 


J dy 


a 


to' ri 


io' 


p' u 


v' 


u' w 


ÉL 


df df 


dx 


dy dz 



ds 



, df_ 

dx' 

df_ 
dy' 
d_i _ 

di' 



= 0 . 



3.» Le coordinate del polo di una retta /x-f-my-t-nr=0 ; essendo 

dj_ d _L £. 

did dy' ds' i Al) 

l m n C ’ 

i.* (Juelle del centro; essendo 

df_ IL ÉL 

dx 0 dy„ _ dip _ JAD 

a 0 r K 



Digitized by Google 



Ed ingenerale, dalle identità 



)( r. K 



it'x-Hc'y-hv' 



l*L 

2 dx’ 



si trae 



w'x-\-v'y-ì 



ìdy 



v'x + u'y-}-«'-= 



1 df 

2 dz 



y =-k( w t - Hv i- hu 'S> 

X= ^( V ’£ +U '!/y ■ + * W S)‘ 



sicché saranno q leste le formole atte a trasformare qualsiasi funzione di x, », z, 

. f . rf/ - df df 
in funzione di -f- , . 

dx dy dx 

Applichiamo a qualche esempio. 

1 La relazione fondamentale 



<ix-+-hy-i-ez—itk . 

mercè Incitata forinola, diviene 



(lhi-t-WVi-+-VV) , (Wa-f-Vè-f UV)~ 
dx dy 



(V'o-HI'*+-Wc)^=4AD, 



ovvero 



, df df df 

SÉ +fc Ì +F ^“ UD * 



ed è la relazione fra le coordinate di un punto qualunque. 
2.“ Le stesse formole danno, conformemente al n° li, 



I / \ 1 df 

6=-l^ w E a +tE 4 + , ,'E c )=-^, 
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ila cui 



lv=aE„-f-4Ej-+-cE r== — (i«E„H eEj’-t-icE, 1 h2«'E 4 f> t~2r'E,E, ; +2«r'E„E t )= 



3.” (.a equazione generale «Iella rolla 

lx-\-mv+ nr=0 



diviene 



IW+W'm+y'ii// -H(W7+-V/n f-U'n)~-t-(V7+l"«n-W«)^= 0, 
ar dy <tz 



c.± + #±+c d J^. 

dx dy di 



Viceversa, si ritorna «la questa alla primitiva, mediante le relazioni 






'"=2Ìj( w 'C„+-rC 4 -t-u'C r ) , 






Agli stessi risultamenli conduce il considerare la retta «lata come polare del punto 



, 2A„ , 2A„ ■ ÌA 

*~ c - »=T C ‘- * = T C '‘ 



4.° L’equazione della retta all’ infinito 

nx-t-hy-\-cz=<) 



diviene 






5.° Dopo ciò la equazione della retta che passa per due punti (x 1 ,y',! r ),(x",y",z") 
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può scriversi : 
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df il il 





dx 


dy dx j 






' 


£ 


£ £ 


=0. 






dx 


dy' dz’ 




* 


£ 


df df 








di f 


dy" di" 






E sotto forhia non omogenea: 










df df 
dx dx' 


di 

dy 


1 

* 1 * 

1 


df 

dz 


df 

dz' 


dj__dj_ 


~ l !L 


_£ 


df 


_j£ 


da f dx' 


dy ‘ 


' dy' 


dz" 


dz' 



La rolla poi, clic parte dal punto (r'.y’.z' 
equazione 



£ 


d/ 


dx 


dy 


£ 


df 


dx' 


dy' 


df 


£ 


dX 


dy. 



nella direzione (X, jz, v) , sarà data dalla 



tL 

dz 



d L 

dz' 

d L 

d'i 



= 0 , 



o dall' altre 



•L. 

ih t 



±_ 

dx 



dj__ 

d\ 



£ 

d'I 



.£ 

d y' 



dj_ 
d à 



£ 

dz 



£ 

dz' 



£ 

d; 



=P- 



p indicando la distanza dal punto (*’, y', *0 al punto (*, y, z), appunto come nelle 
note equazioni 

x—x' y— y' z-z’ 

X — p- _ v ' 

La sinora discorsa trasformazione delle funzioni di x, y, z in funzioni di 

£ £ £ equivale ad una trasformazione di coordinate. Se in fatto si sce- 

dx ’ dtj ’ dx ’ 

gliesse come nuovo triangolo coordinato quello costituito dalle polari de vertici 
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del primitivo, il quale lia per vertici i poli de'lati del primitivo , e dicesi coniu- 
gato o polare-reciproco del medesimo, le funzioni di a, y , » verrebbero espresse 

in funzione di ~ poiché I' equazioni de'lati del novello triangolo ri- 
dx dy dz 

jerilo all' antico come triangolo coordinato sono 



df „ d/ „ di 

de 0 ’ dy~°’ dl _0; 



e però le novelle coordinate del punto mobile (*, y, z) sono le perpendicolari a 
queste rette, cioè 



ponendo 



k± k d l k- 

'dx ’ " l dy ’ dz' 



-=2(u*-+-w'*-t«»’*-- JieVcosA— So’ttCOsB — ìmic'cosC)*, 



— = 3 ('o'*-(- — 2 e«' cosA — 2 i»VcosB — Sìo'BeosC)*, 

*» 



— 2(tj ,s -f-u"-t-«o“ — Su'weosA — ìwr’eosl) — 2»'«'cpsC)*. 



Ciò fornisce un metodo per eseguire la trasformazione in esame : poiché basterà 



mutare 


•tf 

r,y, z in k,— , k t 


df 




dy ’ 


ed 


li, o, te, n, 




in 


> 

» 


V' 




*,* ’ V ’ V ' k,k, ’ 





W 



perchè /{a, y,z)=0 diventi, come deve (n° 3, rf) ), 

\dxj \dy/ \dz/ dy dz dz dx dx dy 
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e cosi ogni altra relazione contenente x, y,s , u, r, w, n, v 9 , to' si trasformi in 
conseguenza. 

df di df 

La relazione fondamentale fra le— . essendo 

dx dy dz 






</jT 






dz 



nc segue che i lati e l’area del triangolo coniugato di ABC sono proporzionali a 




iAl>. 



Infatti il calcolo diretto dà 




J) E. 



abe D K 4 , abe li 11 

T ' CeTè; r, ’ r ~ T H, t : 6 K ' k. 



A'=- 



abe 



£ EE.H 



. illi 



16 . Diametri. Imaginiamochc il punto (x 1 , y’ , x'j si dilegui all’infinito sopra una 
retta, la cui direzione sia determinata da X, p, v, cosi chiamando i seni degli an- 
goli che la direzione predetta forma con BO, CA, AB (n* 7, nota). Allora i coniu- 
gati armonici di (x\ y’, x') rispetto alle coppie di punti , clic le trasversali da esso 
condotte determinano sulla conica, diverranno i punti medii di un sistema di rette 
parallele alla direzione (A, p, v), e la polare di (x 1 , y. s') diverrà il luogo di tali 
punti medii. Quindi il luogo de’ punti medii di un sistema di corde parallele è una 
retta: diccsi diametro. E ad ogni sistema di corde parallele corrisponde un dia- 
metto. 

Pria di procedere oltre, faccio notare come le coordinate del punto all’ infinito, 
ove concorre un sistema di parallele alla direzione (X, p, v), sono belisi infinite 
(due almeno), ma sono proporzionali a X,p, v. In effetti dalle equazioni 




si trae 

x x' y y' x *' 

o p p p p p 
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x y z 

Or mandando il punto [x ,y,z) all'infinito, p eresee indefinitamente ed —, —, - dc- 

P P P 

x y t 

crescono indefinitamente; quindi - , — — tendono a X, p, v; cioè che x, y, x tcn- 

P P P 

dono ad esser proporzionali aX, p, v. 

D'altronde lo stesso risulta dal fatto, che X, p, v, verificano la equazione della 
retta data /x-t-my-4-n*=0 c quella della retta all’ infinito. In effetti sostituendo 
le coordinate di un punto qualunque della retta, 



x=x'-t-fX , y=y'-t-pi* , z=*’-t-pv , 

nella equazione della retta stessa, e rammentando elle 

lx'-i-my'-i-nx'=:0 , 



si ha 



Ed è pure (n° 1) 



/X4-rop-t-nv=0. 
aX-t- A pi-f-cv=0 . 



Dunque, ctc. * 

a) Segue da ciò che il diametro , il quale biseca le corde parallele ad una data 
direzione (X, p, v), dee ritenersi come polare del punto (X, ja, v) posto sulla retta 
all’ infinito. Perciò la sua equazione sarà 



df df , df df di df , 

7 - 1=0 , O X j- l-p- 7 - t-v — =0 , 
d\ ap dv dx a ’i d x 



od anche 



(J W V' X 




. . <‘f 

“ “ 15 dT 


W V U' p 


=0,' 


, df 

W C U -7- 

d[i. 


V' U' AV V 


. , df 

r il W — 


x y z 0 




dv 

d l d l £ o 




dx dy di 



Alla stessa equazione si perviene eguagliando a zero il coefficiente di p nella 
equazione. in 0 del n° 7, la quale dee fornire valori eguali e opposti di p , quando 
(*', ìj , z 1 ) è il punto medio di una corda tirata nella direzione (X, p, v). 
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In particolare i diametri bisecanti le corde parallele a lati di ABC sono 

<lf_ df df_ A J_ dj_ 

„ — — — = 0 ,-_-= 0 . 

h r 'e a 'ah 



h) Tutti i diametri passano pel centro , come risulta dalla loro deGnizionc. Ma 
si prova anche sostituendo le coordinale del centro nella equazione del diametro , 
che riesce allora identica. 

Quindi il diametro condotto dal centro nella direzione (V, p', v') verrà rappre- 
sentate dall' equazioni 

2i„ 84 „ 2A 

r--Y« z — y f ' 



X 



I* 



d£ 2AD ^ df 2AD f df 2AD ^ 

dx K dy E dx E 



df dj_ 

dà' da' 

Sotto forma omogenea si troverebbe 



w 

7/v*. 



x y x 




df dj_ df 
dx dy dx 


IL E» E. 


=0, 


a h t 


X p' v' 




dj_ df_ dj_ 




dX dy! di’ 


che passa pel punto (*', »/', 


*') sarà 


1 

XI/ z 




d[ df_ df_ 
dx dy dx 


E,, E* Er 


=0. 


a h c 


I X y z' 




dj_ df_ dj_ 




dx dy' dx' 



d) Il diametro che biseca le corde parallele alla retta lx-\-my- t-n:=0 si otlie-’ 
ne , sostituendo nella equazione 

, df df df 
'di^dì^dz-" 
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X 2* X 

a X, jì, v i loro valori, i rapporti de’quali sono determinali dalle 



aX t-Aji-t-ev=0 , IXy-my-hni~0. . 
Si Ita cosi I’ equazione 



df 


'IL 


df 


1 


dx 


dy 


dt 


\ X y z 


a 


h 


r 


= 0 , 0 anche Ei Ej ^ 


1 


in 


» 


1 c* c t 



e) Finirò col determinare la direzione -X', y', »') del diametro che biseca le corde 
parallele alla direzione (X, p, v). 

Essendo (X,p,vj il punto all* infinito del diametro 



si Ita 

dalla quale, congiunta alla 
si trae 



df df df 

Z?x-h-j-y-t—rz=0 , 
«X dy d'i 

df., df , df 



«X'-t-Ap'-+-rv'z=n , 
V _ yf 



4-4 4-4 — a — 

dy ih di dX <!\ dy 



Le due equazioni ora trattate non alterandosi per lo scambio di X,y, v in X' p', v' 
e viceversa, si ha pure 



df .df df df df df 

^ 1 , " j / 0 m r m C — b —b — 

«v <h t/\ fa' ,/ ;JL ' 

In modo analogo si troverebbe 



'1 

d\> 



dy' 



'1 

di' 



dX 



d l 

dy 



df_ 

di' 



t*y F.,v E.,v - EfX K/,X — E,p ’ E f p'— E { v' K„v'— K X' E,X'-~E } g'' 
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17. Diametri della parabola. Si è notalo innanzi fn. 5) clic la conica dìcesi para- 
bola allorché la retta all' infinito la tocca, e clic la condizione onde ciò avvenga ò 

E— 0. 



In questa ipotesi le coordinate del centro divengono infinite , contenendo E come 
denominatore. Dunque nella parabola il centro è all'Infinito ; come d'altronde è 
manifesto, essendo il centro della parabola il polo , ossia punto di contatto , della 
retta all’infinito. 

È da por mente ebe le coordinate del centro, pur divenendo infinite, si conser- 
vano proporzionali a 

Ej, Ej, E c . 



Quindi il centro è il punto all’ infinito sopra un sistema di rette parallele alla 
direzione (E., E 4 , E,) ; e i diametri sono paralleli a questa direzione. 

Ciò è di accordo col numero precedente, essendo facile verificare che , quando 
E=0, le quantità 

" " df df d/ df 



df .df 



d\’ 



A , -a-i- 
dX dp 



riescono proporzionali ad 

- E„, E 4 , E r , 

qualunque sicno X, p., v. 

Il diametro che biseca le corde di data direzione (X, ji, v) ò 



df df df . 

dX dy. d'i 



Quello che passa pel punto ( x ', y’, z') è 







± ± 


x y z 




dx dy dz 


e,; e 4 e. 


=0, 


a h e 


■ 




df df df 


x’ y‘ z' 




dx' dx dz' 



x—x’ _ y—y' z —z' 

E., “ E 4 “ E„ ’ 

df__df K iL 

dx dx dy di/ ilz di' 

a h c 
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18. Condizione perchè due rette sieno coniugate. Due rette diconsi coniugale 
fra loro rispetto ad una conica , se il polo di una di esse sta sull' altra. Per esem- 
pio , la tangente è coniugata con ognuna delle rette tirate pel punto di contatto ; 
un diametro 6 coniugato con ognuna delle corde che biseca , c, fra le altre , col 
diametro parallelo a queste corde. 
a) La condizione perchè due rette rappresentate dalle equazioni 

U+my+nz — 0 , l'x-\-m'y-^~n'z~0 

sieno coniugate si otterrà, esprimendo che le coordinate del polo della prima (n. 13) 
soddisfanno alla seconda, ed è 

U/f , 4-Vinm'-t-Wnn'-+-lJ , (mn'-t-m'n)-t-V'(«f'-4-n7) -t-W(/»’-t-fm)=M), 

ovvero (n° 3 a) ) 



il 


w' 


v' 


l 


to' 


V 


w' 


m 




u' 


w 


n 


l' 


m' 


n 


0 



La simmetria di questa condizione rispetto alle quantità /, m, « ed m', n' 
prova che, se il polo della prima retta sta sulla seconda, viceversa il polo della se- 
conda sta sulla prima; sicché te due rette meritano a buon dritto il nome di coniu- 
gate. 

Questo fatto dà anche ragione dc’nomi polo e polare, poiché se un punto per- 
corre una retta, la sua polare gira intorno al polo di questa retta. 

Per esempio, le corde coniugate con un diametro hanno i poli su questo , e fra 
esse il diametro coniugato del precedente. Di due diametri coniugati ciascuno bi- 
seca le corde parallele all’ altro. Le tangenti nelle estremità di un diametro sono 
parallele al suo coniugato. 

l>) Se l’cquazioni delle due rette sono date sotto la forma 



dx dy dz dx dy ds 



esprimendo che i valori di % , -f- relativi al polo della prima (n° 15 , 3°) sod- 

ar dy dz 

disfanno alla seconda, si ha 



uLL'-t-rMM'-t-« ! >N’-f-u'(.M.N'+M’N)-J-r , (NL'-)-lN'L)+tti’(LM'-|-L’M)=0 
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li 


W' 


V' 


L 


W' 


V 


U' 


M 


V' 


u 


w 


N 


L' 


M' 


N’ 


0 



= 0 . 



<•) Se le due rette sono determinate ciascuna da una coppia di punti , cioè se 
le loro equazioni sono date sotto la forma 



= 0 , 



x y z 




X 


V 


X 


x i V, i, 


=0, 


x , 


Y, 


z, 


*j V, ii 




X, 


Y, 


z, 



bisognerà nella condizione a) mutare 

l, m, », m', n', 



V, 

V, 



Vi 

.Vi 



y, 

V. 



z,. 

2, 



l, X, 
Z, X, 



ed allora la condizione citata diviene 

U W V 



x, x t 

w ' v 0' y, y t 

r U' W z, z, 

X, Y, Z, 0 0 

X, Y, Z, 0 0 

d) Analogamente la condizione b) diviene 

, , d f di 

» to' v’ — 

dx, dx, 

, . d f df 

“Vi dy, 

, , df df 

di , di, 

0 0 



= 0 . 



d_[_ dj_df 
dX, Y, di, 



df df df 
J— — — 0 0 

dX, dX, di. 



= 0 . 



X, Y, 
X, Y, 
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e) La condizione di coniugio può, oltre alle forme e) e d), assumere un'altra , 
come sono per mostrare. 

Le polari de’ punti (r f , y,,*,), (*,, y„ *,l sono 






£L\ 

dxf dy,' 1 ' dz, 



dx , dy t di. 



chiamando l, y, £ le coordinate di un punto mobile. Ed una retta qualunque con- 
dotta per la intersezione di queste polari, vale a dire pel polo della retta determi- 
nata da’ punti (x„ y„ *,), (* t , y„ *,), è 

df .df df (df df df \ 

dx, dy, dx, \dx, dy, di , / 



Orse la retta che unisce i punti (X,, Y,, Z ( ) , (X, , Y,, Z t ) è coniugata con 
la congiungentc i due primi, i punti (X,, Y,, Z,), (X,, Y t , 1,) dovranno trovarsi in 
linea retta col polo della medesima congiungente. E per conseguenza fra le rette 
condotte per questo polo, c rappresentate in generale dall' ultima equazione, esi- 
sterà una che conterrà ambo i punti (X,, Y,, Z,) , (X,,Y S ,Z,) ; e quindi si avrà, per 
uno stesso valore conveniente di k , 



dx, dy, di, \dx, dy, dz t ) 

df y , df dj (df df df \ 

dx, 1 dy, t dz, \dr t dy t dx, / 

dalle quali relazioni eliminando k, risulta la richiesta condizione sotto la forma 
V dx, * dy, ' dz, ) \dx, dy, dz, ' ) 

od anche 

1 Ar ,ir Af t 1 

X, Y, Z, 

|= 0 , 

X, Y, Z. 

intendendo eseguito per orizzontali il prodotto di queste matrici. 



JL 

dy 


-Y,-t- 

1 


d J-l> 

dz, '} 


df_ 


d .L 


dj_ 


dx, 


dy , 


dx, 


dl_ 


dj_ 


df 


dx. 


dy. 


dz. 
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È inutile dire elio tutte le esposte varie forine della condizione di coniugio di 
due rette si risolvono in uno sviluppo unico , che tralascio di scrivere per bre- 
vità. 

f) Come casi particolari delle precedenti relazioni, noto le seguenti. 

Se le due rette vanno dal punto (x’ , p'.i') a’ punti (X, , y, , *,), (X, , Y, , Z,), la 
condizione di coniugio è 



ovvero 



u 


W' 


V' 


*' 


x . 


W' 


V 


U' 




y, 


V' 


U' 


w 


*' 




x' 


y' 


** 


0 


0 


x, 


Y, 


z, 


0 


0 








df_ 


d L 






V 


dx' 


dx, 


to' 


0 


u' 


df 

dy' 


df 

dy, 


v' 


u' 


w 


df 

di' 


dj_ 

di, 


df 


dr 


df 


0 


0 


di' 


dy' 


di' 


df 


d[ 


df 


0 


0 


,/X. 


i/V. 


dZ, 






iL 


df 


df_ 


X, V, z, 


dx, 


dy, 


di, 


( !L 


( IL 


df 




dx' 


dy' 


77 


x' tj' s' 



= 0 , 
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g ) Se le due rette partono dal punto (*', y\ z') nelle direzioni (X, p, v) , (X’, p', v'), 
si ha 

U W V *' X 



W' V U' 



y ^ 



V' U' W s' 



= 0 , 



x IJ z 

X* p' v' 

to 



I) 0 
0 0 
di 



di 









dx' 


dX 


t)' 




u' ■ 


df_ 


df 


V 






dy' 


dp 


to' 


ff 


w 


d ± 


df_ 








di' 


da 


df_ 


df 


df 


0 


0 


dx' 


dy' 


dz' 


df 


df 


df 


0 


0 


<A' 


dy! 


da' 




VdX 


P- 

dp 


| df 
d/'‘ 



= 0 . 



/d/\ df df \(df di , df \ 
(^ + «^‘d?7 W x + d/ + di'' ) 



df dj_ dj_ 






dX dp da 




X |i' v' 


di <jf_ dj_ 




x' y' %' 


dx" di/ zp' 








h ) Se le due rette partono dal punto ( x',y z') e ne incontrano la polare nei 
punti (x, y , z), (X, Y, Z), si ha 

£x 4 'y+£z=o, 

dx dy dz 



com’è del resto evidente. Questi punti dividono armonicamente il segmento che 
la conica segna sulla polare, e sono tali che da polare di ciascnno passa per l'al- 
tro; per la qual cosa diconsi coniugati. . 
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t) Se due rette sono rappresentate da una equazione di secondo grado 

or* : g;/’ t- ia'yz l- ìp'zx ì'i'('xij=0 , 

la condizione perchè sieno coniugate fra loro rispetto alla conica /|*, y, z) = 0 
sarà 

Va i wp i Wy t- 2 U a -ì SV'/J’+2WY=0 ■ 

A questo risultato si giunge sostituendo nella condizione a) i valori di 
II', min, nn', mn’+m'n, ni 1 i-n'l, Im'+l’m, 
ottenuti identificando la equazione proposta con l'altra 

(/i !/+«:), (i'x-t- i/i 'y 4 - n'z)=0 . 

In particolare, se le equazioni 

«»■-+-. . .=0 , . . . =0 

rappresentano ciascuna due rette, c queste concorrenti tutte in un punto, avran- 
no luogo le relazioni 

a f' ?' ** w ' »' 

Y p a' te' v u' =0 , 

P' a' y r ‘ u ‘ *e ; 

cioè saranno nulli tutti i determinanti di 3" ordine di questa matrice. E le quattro 
rette formeranno un sistema armonico se 

U» i-Vp 4 -Wy t 2UV t-2V'p' i JWy'=0. 

k) Per dare al determinante trovato più sopra, 

, U W V' *' A 

w V U' y' p 

I V' II' W *' V =0, 

%' I/' *'0 0 

A' p' v' 0 0 

una forma più semplice, benché meno simmetrica , aggiungiamo alla terza verli- 
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cale moltiplicala per c le precedenti moltiplicale per a, b e lo slesso facciamo sulle 
orizzontali- Esso si riduce a 



U W' E,. *’ X 



W V E* y' p 
Ea E, E 2 A 0 



=n, 



j t' !/' 2A 0 0 

V pi' 0 0 0 



il cui sviluppo secondo i prodotti degli elementi dell’ ultima orizzontale e dell' ul 
lima verticale è 



(Ey'‘— 4AE 4 i/'-l-4A , yU'+(Ei' , —iAE <1 *'-t-4AU!)pp.' 



— [Ej-y- 2A;E,y-+-E**')+iA , W'] (X|z'+X’u)=0. 



Per analogia si Ita pure 

(Ef '* — 4 AE C *'-t-4 A ,J W)pp.'-t- (Ey 1 * — 4 AE t t/-f-4 A*V)vv' 
— [Ej’z'-2A(E»«'+E,v')-t-4A*U'] (pLv'+p'v)=0, 
(E® 4 iE.y-t-4 A*0)-,v'+ (Es'*— i AE,y + 1 A* W)U' 



— [Er'*'-2A(E c ai'-t-E (1 a')+4A , V’] (vX'+v'X)=0. 



1) Operando in modo analogo sul secondo determinante g ), si ha 



ed altre due simili relazioni. 

19. Dire notte delle rette che formano un angolo dato con una direzione asse- 
gnata. Risolvo qui questo problema, occorrendomi in appresso. 

Siano a, (S, y gli angoli della direzione assegnata, X, p, v i loro seni ; sieno 
a',g', y' gli angoli di un’altra direzione , X'. •/, v’ i loro seni; e sia 0 l’angolo delle 
due direzioni. Tutti questi angoli s’intendono definiti secondo la nota al nutn. 7. 
E però sarà 

? — <z = ±x — f. , y — $=±x —A , a — y=±x — B : 

(I) a'so-4, (*' g — 9, y' y — t> (modulo 2tt). 
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Se intanto si chiamano (3, , 7, gli angoli della direzione perpendicolare alla 
proposta, si ha pure 



a i =°— Ti=ir— J (modulo U) , 

da cui 

(2) X,= — cosa , p,= — cos/3 , v,= — cos-f. 

E per conseguenza 

(3) X ! - |a'+m*=l , v*+v,*=1 , 

(4) pv, — p,v=:sen(Y — j5)=senA, vX,— v,X=scnB, Xp,— X,p=senC, 

(3) pv-t-p^r^cosfr — g)= — cosA, vXh— v ( X,= — cosB, Xp-t-X t g,= — cosC, 



( 6 ) 



pp,-t-vv,-t-(pv 1 -H-p,v)cosA=0, vv,-i-XX l -+-(vX 1 -t-v 1 X)cosB=0 , 
XX 1 -t-pp | -+-(Xp ) -t-X I p)cosC=fl . 



Dalle (4) c (6) si trae 

v-t-XcosB p-t-XcosC abe pcosB — vcosC 
senB scnC 2A . a 



(7) 



X-i-pcosf, v-ppcosA abe vcosC— XeosA 

scnC senA 2A A 



p-t-veosA X-t-veosB abe XeosA — pcosB 

senA seni) 2A e 



Si ha pure 

( 8 ) 



XX 1 acosA-4-pp 1 6cosB-H/v,ccosC=0 . 



(9) 



Ritorno ora a' seni X', p', v'. Le (4) danno 

, . abe ( , pcosB — vcosC\ 

X =XcosO-+-X,senO= — — scnfllftXH I , 

1 2A \ « / 

. - afte J vcosC — XeosA \ 

p=pcosO-+-p,scnfl= — — scn9I ApH 1 , 

abe ./ XeosA — pcosB \ 
v'=vcosO-t-v 1 senO= — senOI SvH I , 



S 
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posto 



X 34 X 

24 

abctyb 



Dalle (9), sia mediante il calcolo effettivo, sia mediante il mutamento reciproco 
di X, p, v in X', ]*', v', c dì d in 2r — 0, si deduce 



, J pensi! — v cos(\ 

X=— senOf — XX - 1-- ], 

24 \ a ) 

abe ,/ , , v'cosC— X'cosA\ 

p= - scn^-Ap - b ), 



abe 
v=-se nl 



< , , X'cosA — g’cosBv 

-*'+ — ; — )■ 



20 . Normale in un punto della conica. La tangente nel punto (-r*, y', *'). 
df , , <lf 

Torma con i lati del triangolo coordinato tre angoli, i cui seni X, p, v sono deter- 
minati in parte dalie relazioni 



’ *+*&*=*. 



clic porgono 



£ , <>f df df df df 

c-r-, — b — a— c— b—— ci- 

di/ di di dx di' dy 



Oli angoli della normale avranno per seni X,, p,, v, ; e sarà (n° 19) <* 7 * (~)) 
>1 M, y < 



di Jf .df df df df d/ df df ' 

— ; — COSO— , — CUSB — — — cosà -7- — COSO — -T-i — cosi!— — COSA ■ 
dx dy' di' dy' di' dx' di dx dy' 



E l’equazione della normale sarà 

*— * y—y' 



r — 



df Jf df df df df df df df * 

— — cosi.— — cosB--- -I— — cosA-p, — cosC-p- cosB-p — cosA-p 

dx dy di dy di dx di dx dy 



Digitized by Google 



)( 35 )( 

21. Involuzione delle relle coniugate condotte da un punto. — Fermandomi alla 

prima delle ire forme della condizione di coniugio registrale al n.° 18 fc), osservo 

, . .. . , . XX' 

clic essa e una equazione simmetrica c di primo grado rispetto a - e — ; e pero 

mostra elle per ogni punto assegnalo passano infinite coppie di rette coniugate, e 
clic tali coppie sono in involuzione. 

Fra coleste coppie ve ne ha due di rette inclinale fra loro sotto un dato angolo 6. 
Se in fatto nella predetta equazione in — c — si sostituiscono a X', p' i loro valori 
funzioni di X, ja, v (n° 19), e si elimini v mediante la identità aX+4g-|-cv=0, si ot- 
tiene una equazione di secondo grado in - , clic mi dispenso di sviluppare. 

I* 

Ma di coppie di rette ortogonali non vi è elle una. Poiché quando 0= — , e solo 
allora, i citali valori di X' e p' mostrano che i lecito commutare X, p in X', p.', c vi- 
ceversa: quindi la equazione di secondo grado in — fornirà due valori, i quali con- 
X X' * 

verranno tanto a — quanto a—, ,c le due coppie di rette si confonderanno in 

p p 



I due raggi doppii della involuzione sono le due tangenti condotte dal punto 
alla conica , c si determinano le loro direzioni pónendo nelle forinole accennate 
8 = 0 . 



Le due rette ortogonali bisecano gli angoli delle tangenti, e dividono simme- 
tricamente la involuzione ; per modo clic due rette coniugate inclinate fra loro 
sotto l’angolo 0 formano con le due relte ortogonali angoli eguali , in verso oppo- 
sto, a quelli che formano le altre due rette coniugate inclinate fra loro sotto l’an- 
golo 8. 



22. Forme diverse delt equazione delle tangenti condotte da un punto. Le tan- 
genti condotte dal punto (x‘, y', z') alla conica essendo i raggi doppii della testé 
considerala involuzione, le loro direzioni si determinano ponendo X=X' , p=p' , 



=v nella equazione in - accennata nel numero precedente , o in quelle del nu- 
l* 



mero 18 g), k), t). 

Introducendo similmente nelle relazioni n° 18 f) le ipotesi 



x,=X,=x , g,—Y ,—g, z,=Z,=s , 

ove (x, g,x) ìs un punto qualunque di una qualunque delle due tangenti , quelle 
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relazioni divengono 



y\ z').f[x,y, 


z)= 


IL IL IL 

dx dy dz 


1 


df df df 
dx' dy' dz 


1 


U W’ 


V' 


w V 


U' 


V' U' 


w 


x' y' 


x' 


x y 


* 


u to' 


v' 


to' 0 


u' 


#' y 


w 


IL ,lf 


df 


dx' dy' 


dz' 


IL IL 


df 


dx dy 


dz 



'df ,df 

— X 1 

<dx* dy ' 
x ij i 
x' y' : 

I 

x’ x 

y' y 

X 1 z 

o o 
o o 

IL IL 

dx' dx 

IL IL 

dy' dy 
dj_ •df' 
dz' dx 



dz' ) 



! — i». 



= 0 , 



= 0 . 



~~r l> 



0 



— o o 



e sotto una qualsiasi di queste forme costituiscono la equazione complessiva delle 
due tangenti (efr. u° 1 2). Tutte si accordano nello sviluppo seguente : 

2U , !t'x1af , -t-(Ux , *H-W»”— 2VVx>*-t-(V*' , -|-Uy'*-2W'a:'y>* 

+3[(— U'x'-t-VV-t-W'x')»' — UyV]y*H-2[(UV — Vy'+WV)#' — VxVJzx 



o nell'altro : 



-+-2[(U’ic'-t-vy_w'j>'— Wxyjxyr=o, 






-ILML 

dx' dy' ' dz'Jdx' 



'ILILvIL IL 

dy' dz' \dy ' dz 



.= 0 . 
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23 . Relazioni fra i punii e le direzioni de'diametri coniugali. Assi. Asintoti. 
a) Le relazioni fra i punti c le direzioni di due diametri coniugali non differi- 
scono da lineile trovale in generale (n“ 18) per le rette coniugate ; solamente però 
nel caso attuale il punto (x\ y’, z’) della loro intersezione è il centro. Così , per 
esempio, le relazioni n° 18/), g), k), /) divengono 



u 


w 


V' 


X, 




u 


to' 


«' 


£/_ 


W' 


V 


U' 


•j, 




to' 


V 


t»' 


dx, 

dy, 


V' 


U' 


w 


z, 




u' 


li' 


to 


dj_ 


X, 


V, 


Z, 


Vi’ 

“e 




df 

dX, 


df 

d¥, 


df 

dZ. 


dz, 

III A* 

ir 



V _JLy Jf ; Ji'D. 
da?, X ‘ dy, Y,+ djf' - “È" ’ 



U W' V' X 
W' V IJ' p 
V' U' W v 
X' p' V 0 



= 0 , 



tt IO B — 



d l 

dX 



«' u' 

d l d L ± 

dX' dg.' dv' 



d ±v+P-4,-= 0 , 

dX dp r dv 



dp 

-V 

dv 



0 



=0, 



= 0 , 



(EU — E.*)pp'-t- (Ev— E^XX'- (F,W' — E„E } ) (Xp'-t-X'p)=0. 
eie: , cte: ; 

(Eo-Dn 1 )^ e (Eb-D/, 1 )^ ^ ■— (Eie'— Doé/^ %¥-)=<> 

' 'dp dp' ‘ 'r/XdX' ' VX dp dX' dp/ 

etc:, eie. 



4) Conformemente al n° "2-1 , le coppie di diametri coniugati costituiscono una 
involuzione quadratica intorno al centro. Fra esse vi ha due coppie di rette incli- 
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nati' sodo un dato angolo obliquo, una di lede ortogonali , due di rette doppie. 
I diametri coniugati ortogonali , essendo perpendicolari alle cordo clic bisecano , 
dividono la figura in parli simmetriche , c però diconsi assi. Le rette doppie sono 
le tangenti condotte dal centro alla conica, ossia le tangenti nc’puuli all' infinito di 
essa, cosi che tendono sempre più ad avvicinarsi indefinitamente alla curva ; c 
però diconsi asintoti. (ìli asintoti sono reali c distinti nell' iperboli , imaginarii 
nella ellisse; c nella parabola si confondono in una retta sola, la retta ali' infinito, 
(ìli assi bisecano gli angoli degli asintoti. Due diametri coniugali si trovano for- 
mare con gli assi angoli eguali , in verso opposto , a quelli che formano con gli 
assi gli altri due diametri coniugati inclinati fra loro >otlo lo stesso angolo de'pri- 
mitivi. E due diametri simmetrici rispetto agli assi sono eguali. 

Le equazioni , che determinano le direzioni di due diametri inclinati fra loro 
sotto un dato angolo 0, obliquo, retto, o nullo , si trovano coinè al n° 21 . In par- 
ticolare si ha, per 0= 



(EU— E./Vp.-HKV - E,*)XX ,-(EW'- EM (Xg'+l'p)=0, 
ove bisogna sostituire a X, e p, i loro valori (n" 19) 

p-)-XcosC X-|-pcosC 
senC ’ senC 

e in tal modo si ottiene per determinare le direzioni degli assi la seguente equa- 
zione in — : 

1 * * 
[(EW'-E,E 4 ]-|-(EV-E/jcosC]X*-[(Ew'— E„E A )-HEU— E,*)cosC]p* 

-[ (EU — E,,*) — (EV — E 4 J ) ]Xp=0. 



Finalmente, per determinare le direzioni degli asintoti , basta porre X'=X , 
p — g, v'=v nelle relazioni a); si ha cosi 

A*. (*>v)=0 , 

(EU- K,, V-)-(KV— E t *)X*— 2(EW'- E„E 4 )Xp=0. 
ctc: ctc: 

e) l'iella parabola, ove tutti i diametri sono paralleli , uno ve ne ha , che forma 
con le corde coniugate un dato angolo in un dato verso. La direzione di queste 
corde si determina ponendo nelle formolo del n° 19 invece di X, p, v i seni della 
direzione comune de’diametri, o le quantità proporzionali E„, E 4 , E,, Dunque sarà 

,, , , . E 4 cosB — F,cosC E,eosC— E„cosA . „ E,, cosà — E/,cosB 

X ; p': v ; ; /,L„-| :fch 4 -| : AL, ) . 

a b c 
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In particolare, vi è un diametro perpendicolare alle sue corde coniugate , che 
dicesi asse, perché divide la figura in parti simmetriche. Corrisponde al caso*=0. 
24 . Alcune identità. 

Pria di procedere oltre , ini arresto per esporre alcune identità clic ini ricsci- 
ranno utili ne' calcoli avvenire. 

Pongo, per brevità , 



dE 



E — — ■=ac6*+rc , ~ iu'tic, E r =-, =nr , -i tea* -2r'ca,E«. 
* du <tr 



d E 

d' r 



=ea*-Ht6 * — ito ab, 



i i| f/E 

E -=( — »'«H-r'64-io'c)« — ubc, E t ’=~— = (u'fl — c'b+w'c)r. — bea , 

^ 2 du' * dt> 



„ » dF. , , 

E,, = — T-i—(n a-H>» — tc e.c — 'cab. 
2 die 



Sarà facile verificare elio 

„ EU —E,,’ „ EV— IV „ EW— Br* 

K ~ Il ’ h — li ’ K ~ 1) ' 

. Eli 1 — EjE, F.V' — EfE» ,, EW’ — E»E t . 

E,'— - D -, E^= D . D 

Ciò premesso si ha in primo luogo 

(1) oE.-t-òE^-t-cE r '=0, nE^ , +òE r -t-cEv=0 1 aE r -t-4E,--t-cE ir s=0 

(2) n , E,4-4 s E r -t-e , E„+2icE,-t-2eaE r -f2aòIv=0. 

Le quali relazioni si rendono evidenti mercè la sostituzione de’ valori di l u eie. 
D'altronde le E*, etc. essendo i complementi degli clementi u, etc. del determi- 
nante E, 1 • (1) esprimono che la sommi de’prodotti degli clementi dell' ultima li- 
nea di E per i complementi degli elementi di un'altra linea omonoma è nulla. 
La (2} è conseguenza delle (I). 

Sottraendo dalla (2) successivamente le (I) moltiplicate per 2a, 26, ic, si ha 

— a’E 1( -t-ò , E,.-l-c , E„.-t-i6cE l( =0 , 

(3) n*E # — 6* E f -t- c’ F v -t-2ca E r .=0 , 
a , E.-4-6*E r -c‘E„+2o6E K .=0. 

Si ha in secondo luogo , posto 

[— « i t+w- Su'cos.V — 2rcosB — 2'o'cosC, 
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la relazione 

(3) acosA . K„-t-AcosB.E r -t-eeosC.E, r =aAfI, 

clic si rende evidente mediante la sostituzione dei valori di E„, eie. 

Combinando questa con le (1), o con la sostituzione diretta, si ha l'altra 

(5) aE,-+-éE P '-t-el^. , =- — abeì. 

Aggiungendo a questa moltiplicata per — « la 2* c la 3* delle (1) moltiplicate 
per c, b, si ottiene 

E r -t-E„-t-2 E*cos A =«*l , 

(6) E^+K,-t-2E r cosB=A*I, 

E a 4-E r -t-2E,,.eosC— eM. 

Si ha in terzo luogo 

2AVE..E,— ScVE^E.— 2oW,E,^e 

— (aE > , 4-AE r *+cE < *) ( — aE. -+-AE r , +cE„ ,*)(«£.’ — AE,- , -t-cE lr *)(aE 1( , -4-AE, cE„ ,) 

0 E„ E r a’ 

E, 0 E„ b‘ 

E r E. 0 e* 
a ’ b l e’ 0 
= — ia*4VE. 

Per trasformare il determinante si è successivamente sottratta dalle tre prime 
orizzontali la quarta moltiplicata per », r, tf, c lo stesso si c fallo sulle verticali ; 
con che esso è divenuto 

— 2»a‘ — ìw'ab — 2r 'ac n* 

— ìw'ab — 2ti* — ìu'bc b 5 

=— 4a*éVE. 

— iv'ac —ìu'bc — 2«c’ c* 

«* 6* c* 0 

Sommando la (7) con le (t) moltiplicate per a*E„, A*E r , c’u>, si ha 
(8) oE s E > -t-f>E,.Er.-HcE UJ E Kr == — 2nicE. 
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Un’altra relazione, elle si ottiene sottraendo la (8) dalla somma delle (1) molti- 
plicale per E„, E,,, E, t , è 

(9) oh, i'.. 7/l.,e E„' ’-fl -y l. r — (ibe E . 

In quarto luogo si lia 

— 24ecosA.E,.E“’ • SeacosB. E^E, — 2a/>cosC.E,E r 



(IO) 






«*E, - * |-A , ^. 5 -|-r , E„.* \ 2icE,lvcos2A+cuEi0 E,.cos2B-j 2aAE«'E r .cos2f. 



=«*/.V 



(l« — i;Y 
V «W / 



Di queste, la (10) si ottiene sommando il quadrato della (i) con la (7) moltiplicala 
nc’suoi termini per le frazioni eguali 

sen*A sen'lt sen’E scnBsenC senCsenA seiiAsenlì 4A 5 
a* ’ b 2 ’ c 2 ’ bc ’ ca ’ ab ’ a 2 b 2 c 2 ’ 

e rammentando elle 



■ cosA=— cosBcosC+senBsenC, ctc: 

La (fi) poi s.i ottiene sottraendo dal quadrato della ( ! >) la (9) moltiplicata ne’ suoi 
termini per le frazioni eguali 



4Arsen*A 4ensen*B 4aésen*f, KìA* 
a ’ b ’ c ’ abe 

Nel caso della parabola, si Ita 

F 1 LE, 

E—0 , E.=.~ , E»’ = g-,ctc., 

e le (I), (2), (3) si risolvono nella 

aE„-|-6E t +cE,=E=0 ; 

6 
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ir.onlrc le altre divengono 

(icosA.Eo* AcnsU.Kj’-l -ccosfl.lv I = — oArDI. 



(*)' 

(■*)' 

( 6 )' 

(7)' 

(*)' 



a A e DI 

— : — !- — — t-„ =abc , 

i.„ E* h, k„k a f; 

E» , 4"E r , +2K é K r eosA=— 0 ‘ltl , . 

E r *+F~*+2kE.,cosB=— **D1 , 

C+E»M 2K„E 4 oosC=— c*DI , 

«*K„‘ I WV-KV— SiVlVIv*— 2cVF., 1 E,*-2fl l A*E„% l ='l, 



(»)' 

[ dalle quali risulta 



„ , l* 1 

= Me UÈ& + t ’ 

u , V w D* 

a- — o— i c--'=aAc -4 i 

E„ li* Ec li-EiE' 1 



aV FV + av FT ■+ cW Fk * a/ ' c 7TT r — *-* ■ 

* ’b *'i' *vh rt 1-,L 6 Kc 

(IO)’ <*‘E„*+A ! K A *-|-c 1 E r 4 — 2AcE 4 *E(VosA — 2caE e E„cosB — ìuAE, licose 

=aWD , l* , 

. 1)1 e* AccosìA , , cacnsjlB nAcositl 

v + è7 +2_ w +i ~pr H " 8 "or 



— «V/V 



D’1* 

i:*,E ! ,,kv 



25. Condizione perché l’ipcrbola sia equilatera. È delta equilatera una iner- 
itola, quando i suoi asintoti sono perpendicolari. Perchè ciò avvenga è uopo clic 
fra le direzioni (X,. g t , v,), (X„p„ v t ) degli asintoti esista la relazione 



ovvero 



+>■,!*, )cosC=0 . 

-•-+<+(- + -)cosC=0. 

:*i i^j V, ;v 
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Ora le quantità — — sono le radici della equazione in - {n° 23 b )) 

ù-, Pi P 

EA* I E.ij. 1 — 2E, r X ; i=l) ; 

sicché si ha 

^•1 \ 

Pi Pi "V I 1 ! I 1 » " 

Quindi sostituendo nella relazione precedente, risulterà 
E B +fcf-j-3E«'CosE=0 . 

Il primo membro di questa equazione equivale a_cM (n° 24, eq. (6)), dunque la 
condizione richiesta é 

I=i/_]_r -(-ir — Su’cosA — 2p'oosB — 2to'cnsr.=0. 

I.a stessa condizione è suscettiva di altre forme, che si deducono dalle identità 
del n" 24 ponendovi 1=0; p. cs. 

aeosA Eg-f-àcosB E„ ]-eeos('.K v ,=0 , 

aE a >-|AE f .4-eEw= 0 , 



eie:. 

26 . Condizioni perché la conica sia una circonferenza di circolo. Vanii ciclici. 
Quando una conica possiede più di una coppia di diametri coniugali ortogona- 
li , tali riescono tutti gli altri diametri coniugati, c gli asintoti riescono imaginarii. 
Sicché la curva allora ammette una infinità di assi, ed appartiene al genere ellisse. 
Essa dicesi circonferenza. 

È importante investigare le condizioni necessarie e sufficienti perché avvenga 
che la equazione generale di secondo grado 

*)=0 

rappresenti una circonferenza, e giustificare queste asserzioni. 

a) A tale uopo osservo che attualmente lj» equazione, la quale determina le di- 
rezioni degli assi (n“ 23 b)), 

(IV+ F v cosC)V— (E ur +E.cosC>*-f (E„-E K )A / *=0 , 

deve fornire per — più di due valori. Or quando una equazione ammette un nume- 
P 

ro di radici superiore al suo grado , ne ammette perciò solo una infinità , in modo 
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da risultare identica. Quindi i cornicienti di questa equazione saranno contempo- 
raneamente nulli , e si avrà 

E,e+E r cosC=0, Ew+E«cosC=sO, E r — E,=ft; 

le quali relazioni equivalgono alle due 

E 0 =E,,= — Eh.- 

cost, 

('.onchiudcndo, perchè la conica si riduca ad una circonferenza è necessario e 
sufficiente clic passino fra i coefficienti due qualunque delle relazioni 



E„=F.-E„= ì- E„ = i-F v 

cos.t cosB 



cosi'. 



E». 



Queste, espresse ne' cneffieienli della conica, divengono 

rc , -H , '/A- 2u'4r =iO( , -t-«c ! — 2r'ca=ti6 , H - i : << >1 — iva' ab 

1 ] 

==— — f 1(— «’a-l-e'i-l'ieVJa— «Ae]=— — ^ [{«'a— v'b-\-w'c)b—rca\ 



= _ còsC ^ ( u ' a + r ' / '— w ' c ) c — val> }< 
e possono le due prime scriversi cosi: . 



AO±c,q^)=/I=F«,0,±(j)=/(±4,qia,0). 



Combinando le precedenti condizioni con le forinole del n“ 24, le (1), (2), (3) si 
risolvono nella relazione a=AoosC 1-ccosB c simili ; mentre le (S) e {(I) porgono per 
comune valore delle E^.E.-E,,,, l’espressione 

abc\ ««AV» 

«cosA-t-AeosB-+-ccosC SA’ ' 

e le (7), (8), (9) porgono per le stesse E*, E r , E* l’altra espressione 

2A ’ 

Le (il) e (12) inline si riducono alla equazione 
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la quale mosira doversi alla radice E ! attribuire il scjno di I. 

In eonchiusionc, le condizioni richieste sono due qualunque delle seguenti : 





Vi 5 // 1 ** nhc ' 

— "sa* — 1à" k 



rosi', 



Però fra poco si vedrà come l'ultima di queste relazioni , 



«**V ji!>c 
SV~ — JA K 



ossia 



HiA* 

nVf’c* 



. 0 , 



basii sola ad esprimere clic la curva e una circonferenza ; in altri termini equi- 
valga a due condizioni distinte. 

b) Le direzioni degli asintoti della circonferenza sono individuate da una qua- 
lunque delle equazioni (n° 23, h)) 

X*-+q»’-t-2Xpco$C=0 . 

fi , -r-v*-t-2ftJCosA=tt, 
v* -t-X*-t-2vX cosFI=fl. 

O dia prima si trae, posto i=^/C7 T, 

X p aX-hbfi — ri v 

cosC±ùenC — I — é-hacos('.drinsenr, — rcnsAzLiesenA cosAqzisenA 

Polró quindi assumere per valori proporzionali di 



ossia 



X, ft, 

cnsCiisenC , — I , 

±t'C 



Per analogia, polró assumere anche 



v 

oosArpsrnA , 
e 



ossia 



cosllrpsenlì , cosAdzisenA, — I , 

=p'B ±»C 
e , e — I ; 
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ni anche 
ossia 



)< in )•: 

-I, rosCqzisenC , cosBzfctsenli , 

rpiC ±«B 
— 1 , e , e 



Invece di questi valori , non del tulio simmetrici , è lecito assumere le radici 
terze de’ loro prodotti rispettivi : 

li— C . B— C C— A . C— A A-B . A— B 



cui zpiscn — —, cos zp/son 

:i :t 3 3 



B-C, 



C— A 



cos — - — zpson — — , 



A— B 



•> 



Ala vi è di meglio. Chiamando d, g, 7 gli angoli di una direzione arbitraria con 
le BC, CA, AB, si ha (n" 7, noia) 



quindi 



& — a—zhz — C , 7— fc=±r — A , a~f—dzr — B, 



+ÌC ±»!±r ■ a— gì ±/a zp'g ,-f-iA -f-i('+T-> g — 7) +('7 -fig 

e —c =e . e , r —c . c ; 

±*C p'A ±'P 

sicché le quanti là e , — l,r dianzi otlenuto, moltiplicale per e . di- 
vengono 

• +ia + /g 



e vanno ritenute ancor esse come valori proporzion ili a X, pi, v. 

Finalmente, chiamando a ' , g', 7' gli angoli clic la medesima direzione arbitra- 
ria forma con le perpendicolari condotte da un punto alle BC, CA, AB , sarà 



te 



+ia +«g +17 

e quindi alle espressioni e , c , e potrò sostituire , come valori pro- 
porzionali a X, pt, v, le seguenti ; 

»*' ±«p’ ±*Y 

a y e t C * 

Cotesti valori sono imaginarii; non dipend ono da’ coefficienti della /(;r, y, z); e 



-, * . ii 
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sono proporzionali alle coordinile de’ punii all' infinito sulla circonferenza. Da 
ciò discendono diverse conseguenze importanti. 

1. * La circonferenza incontra la retta all'infinito in due punti imaginarii , ed 
appartiene perciò al genere ellisse. 

2. * Tutte le circonferenze descritte nei piano incontrano la retta all'infinito ne- 
gli stessi due punti imaginarii. Tali due punti diconsi punti circolari imagi- 
nani del piano, o punii ciclici. 

11.* Le Infinite coppie di rette ortogonali, partenti da un punto qualunque, pos- 
sono considerarsi come coppie di diametri coniugati di una circonferenza; e però 
costituiscono una involuzione, di cui i raggi doppii sono le due rette imaginaric 
che vanno da quel punto ai punti ciclici. Viceversa, due rette sono ortogonali, se 
formano un fascio armonico con le due rette imaginaric condotte dalla loro inter- 
sezione ai punti ciclici. 

4,‘Ogni conica che passa per i punti ciclici è una circonferenza. Imperocché 
i suoi diametri coniugati riusciranno ortogonali fra loro. 

tjuindi le condizioni perchè la />, ij, z)=() rappresenti una circonferenza pos- 
sono rinvenirsi esprimendo che 

± i a +/? ±<Y 

le , e , e 1 ’ 



che si scinde nelle due equazioni 

ttCos2a-t-<>cos2{i h«ocus2Y-+-2«'oos({J-t-Y)-l-2c’cos(Y-i-<»)-+-2ic'cos(a-t-p)==(), 

«se n fa i-tsen2(ì t-n>scn'2Y-t-3»'sen(p-i-Y)-t-2e'scn(Y-t a)-t-2w’sen(«-t-p)=0, 

Da queste condizioni di forma più generale di quelle trovale pocanzi , perchè con- 
tengono gli angoli a, p, y di una direzione arbitraria, si possono dedurre alla loro 
volta le medesime a) , sia parlicolarcggiundo gli angoli a , é , y , sia eliminando 
alcuno de’ coefficienti, l’cr esempio, eliminando ic' si ottiene 

ec'-t-toò* — ìu'tic=Wa i [- ne’ — ìc'ca. 

Alle due condizioni 

ucosia-h. . . =0 , uscn2a . . = 0, 



si può sostituire l’unica, ottenuta quadrandole c sommandole. Onesta novella con 
dizione è suscettiva della seguente forma: 



.. lr,4 “ 

1* iIT"i 
a oc 



il clic conferma quanto ho asserito più sopra. 
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•'>.* Le ilue rclle, che vanno da un punto ai punti ciclici, sono da ritenersi come 
costituenti una circonferenza, non avente di reale altro che il punto stesso. 

ti.* bue rette condotte per uno de' punti ciclici sono ad un tempo parallele e 
perpendicolari fra loro. Infatti allora fra i coefficienti delle due rette 

te-t-my+nassO , /'x-f-m'y-+-n':=U 

passeranno le relazioni 

/oosa-t-mcosjJ+ncosT(=0, /sena -t-msenf-t-n senf— *•, 
/'cosa,4-in'eosp-t-n'cosY=0, /'sena -f- m’senp-t-n 'se n - (=0 ; 



dalle quali, moltiplicando la prima per la terza, la seconda per la quarta, e som- 
mando i prodotti, si trac 

. //'-t-mm’-f- nn' — (mn'-j-m'n)eosA — (n/'+»'/)eosB — (/»»'+/' fn)eosf.=0 , 

cioè la condizione di perpendicolarità. 

Le medesime relazioni, unite alle altre 



danno 



acasa-|-Acos(HreosY=0, nscna-f Aseng-)-cscnf=<i , 
t / in n 

1' m' n' .=.0 

| a A e 

cioè la condizione del parallelismo. 

27. Equazione complessira delle coppie ili relle eoniiiijnle colutone da un punto 
dato ed inclinale fra laro sotto un dato antjolo. 

Sia i.X, ji, v) la direzione di una retta c indotta pel punto ( x y', z') ; per modo 
che, indicando con ( x , y, z) un punto qualunque della retta, si ha 

x--*' y— y' z—z' 



Sia poi (X', p.’, v') la direzione della retta coniugata della precedente , condotta 
per (x', y', z) cd inclinata alla precedente sotto l'angolo 9. Allora, posto 

iX 



abelyd ’ 

si ha (n" 19) 

ulcosR — ‘icosC vcosC— Xcos i . XcosA— pcosB 

X : u.': v': : AX -t-‘ : Ap- + — ; : *v-t 
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Sostituendo queste <jua ntità proporzionali aV,|i', v’ nella condizione di coniu- 
gio ( n" 18 , g) ) , c poscia ponendo in luogo di X , p , v le quantità proporzionali 
x-x', y — y', z — z', dopo brevi riduzioni si ha 



l) 


W 


V 


#' 


!x fa - VlcosB— (i — l'jcost’. 

* ’’ a 

(z— x'JcosC— (x — x^cosA 


' 


W' 


» 


ir 


v' 


h 




w 


D' 


w 


x' 


(x— x^cosA — (;/ — vOcosB 

k z ; 

c 


=1) 


x' 


»’ 


X* 


0 


0 




X 


’J 


X 


0 


0 





Questa equazione rappresenta l'assieme di quelle due rette che formano con le 
loro coniugate l'angolo 0 in un dato verso. 

Mutando il segno di 0, e quindi di k, questa equazione simula in quella che 
rappresenta lo assieme delle due rette coniugate con le precedenti , ciascuna con 
ciascuna ordinatamente. E moltiplicando fra loro 1' una e l'altra equazione , si tro- 
verà per tutte le quattro rette la equazione complessiva 



U 


W' 


V' 


af 


( y — y^cosB — (z— z'jcosC 


2 


u 


W 


V' 


*' 


X 










a 














W' 


V 


ir 


</ 


(z — sr')cosC- {x — 2 * r )cosA 
b 




w 


V 


U' 


y' 


V 


V' 


U' 


w 


x' 


(x — x^eosA — y — y'JcosB 


— k % 


V' 


IT 


w 


x' 


z 










c 














x' 


y' 


x' 


0 


0 




x' 


y' 


X» 


0 


0 


X 


V 


X 


0 


0 




X 


y 


X 


0 


0 



27 . Equazione delle tangenti condotte da un punto , e delle rette coniugate or- 
togonali. 

L' equazione delle tangenti, che risulta dall’ ultima trovata ponendovi 0=0 , os- 
sia k*=*> , è 



,j 


W' 


V' 


X ' 


* 




W' 


V 


il' 


y' 


y 




V' 


IJ' 


w 


X* 


z 


=0 


x' 


v' 


u 


0 


0 




X 


y 


X 


0 


0 





7 
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Quella delle due i elle coniugale ortogonali , che risulta dalla stessa ponendovi 
8=j, ossia k*=0, è 



u 


w 


V' 


x' 


( V — y')cosB — (x — x') cosC 


a 


W’ 


V 


u 




( 2 — ir'JcosC — (£-— ;f')cosà 


y‘ 


b 


V' 


U' 


w 




(* — x'JcosA — (;/ — r/')cosB 




z 


c 


x' 


y' 


x' 


0 


0 


X 


y 


X 


0 


0 



28. Equazione complessiva delle coppie di rette coniugate condotte dal poh di 
una retta data sotto un dato angolo, e delle tangenti condotte per le estremità di 
una corda data. 

Queste equazioni si ricavano dalle precedenti (n° 20 c 27) ponendo in luogo di 
y‘, z' le coordinate del polo della retta 



che sono (n° 13) 



lx+my+nz= 0 , 

2A 24 24 

x ~ hj . y ~ "jT'hs » s — — Ec ■ 



Per tal modo la equazione del n" 26 , dopo aver sottratto dalla quarta orizzon- 
tale e dalla quarta verticale de' due determinanti la somma delle precedenti mol- 
tiplicate per 

24, 24 24 

È 7, T m> ¥“■ 

si mula nella seguente 



U W 


V' 


(y— y'ìcosB— (i— j 1 ) cose 


* 




a 




W' V 


ir 


(*— alcosC- (x — x'JcosA 




b 


— k* 


v' ir 


w 


{x — x')cosA— (y — y”)eosB 




c 




x y 


- 


A (lx-\-my-\-nx) 

1 





V’ ,t 



U' y 



= 0 , 



W I 
(/x+ mf-t-ni)* 

S — ■“ “*■“ ~ ~~ ~ ~~ 

e 
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dove 

A=(«-*>os.*(i‘ - £)-Kv-y')cosB(i _ _,',cosc(£— 

*=U /‘-t-Vw’-t-W U'mn+2V'«/-(-2 W'ii» 

« to' r' / 
to’ e tt' in 
u' e' to n 
/ m n 0 

A— o è f equazione della perpendicolare tirala da (*\ y', z 1 ) sulla /r-^-my+n:-=0, 

ed «—0 è la condizione perché la Ar4-my-t-nz=0 tocchi la curva. 

Ponendo A*=0, la equazione precedente diventa 

U W' V' x 

W' V U' y 

V' II' W x =0 . 

(/i-l-my-t-ni)* 
x y x 

o, più semplicemente, . D,, „ 

r r /{X, y, j)— -(/*- t-»ìy4-tti)’^0: 

essa rappresenta lo assieme delle tangenti condotte per le estremità della corda 

/jc-L-m;/-t-n:=0. 

Alla stessa equazione si giungerebbe , assimilando lo assieme delle due tan- 
genti ad una conica bitangentc rispetto alla f\x , y, z)=d , nelle estremità della 
ir-j-my-f-nz— 0 , c passante pel polo di questa. 

29. Equazione complessiva delle due coppie di diametri coniugati inclinati fra 
toro sotto un angolo dato. 

0 sostituendo nella equazione del n“ 26 ad y', *' le coordinate del centro 








cd operando poi riduzioni analoghe a quelle fatte nel n° 28 ; o cambiando l ,m , n 
in a, b, c, nella equazione del n° 28; si ottiene la equazione cercata 



v y/, y. (y— y,)cosB— (1— zJcosC 
a 


• 


U W' V' x 


M" V U' (*’— I oV'osC— (x— xJcosA 
b 


— k‘ 


W v r' y 


V' li' W *o)cosA— (y^y 0 )cosB 

r 

* 




v' r' w z 

a y 


X ;/ i 0 




x y x T j 



t 



Digitized by Google 




X X 

30 . Equazione complessiva degli assi, 
a) Ponendo A’=:0 nell' ultima equazione, si Ita 



u w v> 
W' V 0' 
V' U’ w 

X y z 



(y— y»)cosB— (z-zJcosC 
a 

(z — *,)cosC — (x — * 0 )cosA 
b 

( 1 — aJcosA— (y— >/(i)cosB 
e 

0 



1 = 0 . 



b) Non sarà vano notare clic il Wliilworlli dà per gli assi la seguente equazione 
più complicata : 





(-V 

'dy/ 


©' 


dj_df 
dy dx 


dj_df 
dz dx 


df df 
dx dy 


0* 




e* 


bc 


ca 


ab 


u 


te 


0 


u' 


e' 


te' 


0 ' 


4 


4 


cosA 


0 


0 


1 


0 


4 


0 


cosi! 


0 


1 


4 


. 0 


A 


0 


cosC 



coi egli giunge eliminando 



X‘— X" , n*—;;. * , **_>/* , jzv— pV, vX-v V , X;j X'p' 
fra le sei equazioni 

(«X hA|i-+rv}* = (aX'-t-Ap'-t-cv')*, 
y+v*-i-2pwcosA = p ,, -t-v™-t-3pVco»A , 
v , -+X*-t-2vXcosB = v'*-t-X' , -t-2v'X'cosB, 
X , -t-;i , +2X;zcosC=X' , -+-p' , -t-2X'|i'eosC , 



AX> !*. v ) = / (X* , t»', v'), 



/df , df df 

( r x+ Tt ,H — r v 

\(lx dy dz 






delle quali le prime quattro sono altrettante identità , c le ultime due provengono 
dalla eguaglianza delle tangenti condotte alla curva da un punto (se, ij , *) di uno 
qualunque degli assi. 
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c) Il Faurc od il Salmon danno la seguente equazione 



‘IL 


>if 


df 


dx 


dy 


(ÌZ 


dQ 


dQ 


dQ 


dx 


Uy 


dz 


a 


b 


c 



ove Q=0 è la equazione della circonferenza , luogo de’ vertici degli angoli retti 
circoscritti alla conica, del quale terremo discorso oltre. Benché il determinante 
del primo membro sia di terzo ordine , pure , non essendo espresso immediata- 
mente in x, y, z, ed essendo la funzione Q abbastanza complicata, il suo sviluppo 
secondo le potenze di x, y , z riesce più faticoso clic quello nella equazione da 
me data. 

Questa equazione del Paure può giustificarsi, osservando che essa è la condi- 
zione perchè le rette 



df, , df Af dQ di) dQ 

d£ + df ^=° ’ • 



a5-t-4ij-t-e£ = 0, 



concorrano in un punto, ossia perchè le polari del punto (x,y, z) rispetto alla co- 
nica f[x, y, j)=- 0 ed al circolo Q=0 siano parallele, ossia perchè il diametro che 
passa per (ar, y, z) sia perpendicolare alla polare di questo punto rispetto alla co- 
nica, ossia infine perchè questo diametro sia un asse. 

In seguito si presenteranno anche altre forme per la equazione degli assi. 

31 . Equazione complessiva deyli asintoti. 

Ponendo fc*=» nella equazione del n° 29, o a, l>, c in luogo di I, m, n in quella 
del n° 28, si ottiene per gli asintoti la equazione 



o anche 



j U W' V' x | 

W' V U' y 
V’ U' W z |=(l . 

4 a* 

I * 0 1 — 



f[X, y, s) — — !/<x-t-éy-4-cz) , =0. 



E qui noto che, passando gli asintoti pel centro, si ha 
lisu 'lamenti già noti (n° li.) 



/(*.. I/o. *•) = A&» E». 
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Altre forme della equazione degli asintoti si desumono dal n° 22, ponendo 



Ej, E*, Et, a, b, c in luogo di 
esse sono 



df df df 




| 


dx dy dz 


. 


x y z \ 


a li c 




E„ F-i, E c 1 






y . * 



d JL d ± 'IL ■ 

dx’ ' dy' ' di' 



d_L 

dx 



b 2- 



± a a 

dx dy dz 



0 

0 



di 

dy 

dj_ 

dx 

0 



= 0 , 






32 . Equazione del diametro della parabola inclinato alle tue corde tolto an- 
golo dato, e dell’asse. 

Se nella equazione del n° 29 si pone F.=0 dopo aver moltiplicato per E le ul- 
time verticali de’ determinanti clic contiene , questi risulteranno divisibili per 2A 
o ax-^-by+rz ; e la equazione si scinderà in due; delle quali una , 



" 


W 


V* 


EjCosB — FVcosC 
a 


W’ 


V 


U' 


ErCOsC — E„rosA 
b 


! 

y* 


U' 


w 


EaCosA — E^cosB 
c 


X 


V 


X 


0 






rappresenta il diametro clic fa con le corde coniugate F angolo 

„ / ale ,\ 

#=ang.tg.(- -*}, 

e l'altra il diametro che fa con le corde coniugate l’angolo 0 in verso opposto. Il 
fattore [ax-hby-t-cx) 1 mostra che i diametri coniugati di questi due si confondono 
con la retta all’infinito, come sapevasi già. | 
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t: W V 



)( 85 X 



E 4 cosB — E,cosC 



W V U' 



E f cosC — E, cosà 



E,,cosA — EicosB 

V- U’ W - 

e 

x y 2 0 



La forma delle precedenti due equazioni, le quali differiscono solamente per il 
termine 

AD’tax-t-éy-t-eiJssJ&AD’ , 



prova elle tutti i diametri della parabola sono paralleli. 

In appresso si troveranno altre forme della equazione dell’asse. 

L'equazione degli asintoti diviene pel caso presente 

(aJr+Ay-t-ez)*=0 , 

e conferma che nella parabola gli asintoti coincidono in una sola retta , la retta 
all' infinito. 

33 . Altre forme delf equazioni de' diametri coniugali ad angolo dato , assi , 
asintoti. 

a) La ricerca della equazione complessiva delle coppie di diametri coniugati ad 
angolo dato può istituirsi per via della seguente analisi , oltre la già esposta. 

Siano X, p, v c X', p’, v' i seni delie direzioni di due diametri coniugati, 6 il loro 
angolo. Si ha (n° 19) 



, , .. peosB — ocosC . vcosC — XcosA , XcosA— peosB 

X : p': v' : : AX+— : ApH - : Avh - 



E l’equazione del diametro coniugato con la direzione (X,g, v) può assumere 
tanto la forma [n° 10) 



quanto l'altra 



df df df 

x=zO , 

rfX da du 



. x !l 

| E» E s 

1 X' p' 



Et 
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rho si sviluppa in 

(2) fon'— E»v>-+-(E a v’— K c X')j-i-(E t V— E ji'Ji^O. 

Ora si ha, indicando con 8 un fattore costante , 



«•Ivii’— F, 4 v')=:*;E,.p~l'V<)- 



— acosA.X-t-Sa, 
abe 



8;E,,v’ — E c V)=A(lV' — &-X) r^-icosB.p-4-Si , 

QOG 



E 

8(E 4 X'-- E„iJ.')=s*;E t X— E„p .) — —c cosC.v-t-Sc, 
abe 

supposto 

t 

S= — (aE„cosA.X-t-M', 4 cosB.p4-cE f i’OsC.v) 
abe 



Sostituendo i|tics(e espressioni nelle (2), ed identificandola con la (1) moltipli- 
cala per una quantità da determinare — co, si ha 



(nu ncosA;X-t-(w'co-l-àE,)p.-l-(r'w — AE 4 )v-t-aS=0 , 

abe 



( 3 ) 



'to'io— * ,)X-t-(rio — 6cosB)iiH-(ii'w-t-*E„;v-t-AS=0, 

abe 



(r'w-t-XEj'X-c-fH'co — kF.„)p.-+-',tC(o — ccosC)v-hcS=0 , 

abe 



aE a cosA.X-+-iE 4 cosB.p-t-cE 0 cosC.v — airS=0. 



Dalla coesistenza di queste quattro equazioni lineari omogenee inX,p,v,S, si trae 



E 

tuo — acosA 

abe 


w'io-t-AEf 


t'io — AE 4 


a 




tc’to— AE C 


rio — AcosB 

abe 


n'io-t-AE„ 


b 


=0, 


v'io -t-kE 4 


«'io — kE„ 


E 

tota — ccost, 

abe 


e 


aE.cosA 


AEjcosB 


oEcCosG 


—abe 





equazione atta a determinare u. 
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Per isvilupparla con minore fatica, pongo 



• 


E A- 


EA' 




IO— ■ 


nArO ' 


«ArG ’ 




dopo di che essa diventa 










m-acos\.G 


te'-t-A’Ec 


r’—A'E» 


«a 




to ' — k'E r 


r-r-AcosB.O 


tt'-t- A’E a 


AG 




»' + *% 


«' — k'E u 


io-+-ccosC.G 


cG 




aE n cosA 


AE^cosB 


cE £ cosC 


E 



c sviluppando secondo i prodotti degli elementi dell' ultima orizzontale c dell’ ul- 
tima verticale , 

— a'EgCosA.QjAccosBcosC.Q'-t^AtocosB+cccosQG — . . . 

-+-AcE f cosC.GjacosA(t«'- A E„)G— [I’+(«E,,+w'E 4 -H;'E f )A'— A%E c (-k . . 
-t-AcE t cosB.GjacosA(u'-t-A'15, , G— U'— {uE, 1 -+-io'E 4 -t-»’E r )ft'— k'*E 4 E f |+. . . 

I aAccosAcosBeosC.G’-t-^AccosBcosC-t-, . ,)G* \ 

-t-Ej -t-[(UacosA-H. . .)-t-(«E«VosA-t-. . . )*"*] £2 , =0. 

( -t-D-t-(«E„*+ .... -+-2»'E,E C )*" ’ 

Ordinando secondo le potenze di G, senza dimenticare clic k — — ,,-GA , c te- 

E 

nendo presenti le relazioni 

E — U«+W'4-(-YV,. . . , E=oE a +AE 4 -t-cE, (n° ti). 
Do=citE a -t-n’ , E s -i-t)'E el . . . , DE=uE a ’-t-. . .-t-2u'E 4 E £ -t-. . .(n° lo), 
IIE.=E(J — E u *. . . . , ocos.4E,-t- . . . —abel (n° 24 ) , 

si trova : 

t° per coefficiente di G* 

aWc' 

dAccosAcosBcosC(E— oE„— AE t — cE„)-t — [<E— aE„ — AE 4 — cE,)«E u , cosA-K..]ft l 

fc* 

ossia zero ; 

2° pcr coefficiente di G s 

(C'b* C % 

bc cosBcosC(Eu— AEjM-cEcU-f-aEtto'+aEct') +■ . . ,-f -- (« E u *-f - . .-i-Sit'E^Ec-}- — )fc* 

ossia 

a4ccosBcosC(uE 1 ,-t-w , E4-t-i!'E c )+-...4-a , A ! e , DA*s=aicI)(acosBcosE-(-...)-(-4A*l)co/ ! 0, 
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o infine 



4A*D+4A ! ncm’«: 



4A*I) 

sen *0 ’ 



3.® per coefficiente di £2 

acosA(EU— aE„U -iK„W'— rE„V')+. . .=neosA(EU— E„*)- h. . .= 

t)'ncosAE„-(-. . .)=aieDI. 

ì“ per patte indipendente da £J, DE. 

Quindi l'equazione in et si sviluppa nella seguente: 

4 A* E 

(4) <.)*— It<H — j— , — — =0. 

' aire 1 sene 

Questa equazione è suscettiva anche della f irma 

a b c 



*5 fF v +o'ens.\ A>j t-E,.+to’eoslì k^+V, r +n cos C 



0 . 



se si pone 



, «Wc* 
w— ìa* 



E, - Etr E 



_ f'4 _ ubc I ~ K \- 

■:.r-E. IV-' E. SAI,. »CA* • 

V ’aw7 



Ciò si verifica sviluppando questa nuova equazione; poiché si trova; 

4° per coefficiente di co'’ 

„ VA* 

acosBcosC-4*. . — 7 - ; 

ahc 

2 ° per coefficiente di <•>' 

(a!;-t-Éjf-t-r£)A-t-(nE > -|- 6 F.,-t-eEi«>-)= — abc\ (n" 24) ; 

3" per parte indipendente da to' 

(oif£-4-//£5+rS'|)A t -H(4Eit. , -4-cE r ')£+(eEtf-HaEw))f-|-(nE t .“t-E > .)£]A 

-t- (a E r - V.H,‘-hb Eh?' I* M - -t-cE„- E, -, , 
ossia (n® 24), (I), (9), (iO)) 

a’i’e’ aie E 

-hi i aie E: 



4A ! 



sen'O 
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Sicché l'equazione (5) diviene 



a *6V 

' 44* 



Ito’H 



a ’b'c* K 
4 4’ se n*0 



la quale si riduce alla (4) sostituendo ad io' il suo valore in [unzione di io. 

La equazione (4) fornisce per io due valori, a ciascuno de’ quali corrisponde un 
sistema di valori di X, p, v, traiti dalle (3) , vale a dire che a ciascun valore di io 
corrisponde un diametro clic fa col suo coniugato l’angolo 0. La equazione di tale 
diametro si ottiene eliminando X, p, v, dalla (1) e dalle (3), il clic dà 



( 6 ) 



«io — acosA 

abe 


to'io-t /eli ti'io— AE /; 


tota — k& e 


rio’ — òcosB i*’to-t-AE„ 

abe 


t>'io-t-AE A 


E 

a io —k E„ tino — rcosC 

abe 


d l 


•1 d l 


dx 


ily d: 



= 0 . 



i 



Se quivi si pongono successivamente in luogo di io i due valori forniti dalla (4) 
si hanno I’ equazioni dc’duc diametri che fanno con i loro coniugati l’angolo 0 
Se poi in queste si muta il segno di *, ciò clic lascia inalterata la (4) , si hanno 
l’equazioni de’ diametri coniugati de’ precedenti. E se da ultimo si moltiplicano 
fra loro tutte queste quattro equazioni , si avrà sotto forma razionale ed indipen- 
dente da u la complessiva equazione de’ quattro diametri. 

b) In particolare, ponendo 0=- si ha per determinare gli assi la equazione 



(4) ' 

o l’altra 

(5) ' 



lo — Ito 4- 



44' 

a *4V 



r^=o. 



— - 4 



Ejr-t-to'eosA Er-t-io'cosB K*-t-io'cosC 



= 0 . 



E l’equazione di un asse sarà, posto, come sopra, 41= — 



E 



abe io 



w-+-Ììacos.V 


to' 


V ' 


a 


w‘ 


c + ÌV'CoììB 




b 


v' 


u' 


w-f-ftccosC 


e 




df 


df 


0 


dx 


dy ‘ 


di 
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la quale , sottraendo dalla quarta orizzontale le precedenti moltiplicate per 
2x, 2y, 2x, diventa 



u+ilacosA 


to' 


v' 


a 




to' 


tH-ftAcosB 


u' 


b 




xf 


w' 


«M-GccosC 


c 


=0. 


acosA.x 


^cosB.y 


rcosC.i 


n 





Questa equazione piglia forma omogenea sostituendo nx-t-ày-t-cx a 2A. Si può an- 
che farvi comparire le differenze x — x 0 , y — y # , * — x 0 , indicando con x, , y„ , x 0 , 
le coordinate del centro: infatti, sostituendo in essa ari ® , y, z queste coordi- 
nate, che debbono soddisfarla, e sottraendo il risultamento dall’ equazione stessa, 
si trova 



u-t-flacosA io' 



to' r+flàcosli 

»' u* 



v' a 

u' h 

to-t-fìccosC c 



acosA.(x— x,) AcosD.(y— y 0 ) 



ccosC.(z — x 0 ) 0 



e) Per determinare gli asintoti si porrà 0=0 nella (A), la quale darà allora u— oc . 
Introducendo questa ipotesi c l’altra k=x> nella (6), dopo aver diviso questa per k 

nelle sue tre prime linee, c lenendo presente che il rapporto ^=cu" è finito, si ha 
per un asintoto la equazione 



Ubi" 


tO'll)'+E* 




a 


lo'ta" — E c 


no" 


ttV+E„ 


b 


i/w^-hE^ 


uV—Eo 


Win" 


c 


d l 


d[ 


df 


0 


dx 


dy 


di 



La equazione che fornisce i valori di io" è 

♦ 

u"*-t-E=0, d’onde w’— ±( — E)*: 

essa si deduce dalla (4) ponendovi u=Aw"ss= _ ■. 

r aftctgO 

34 , Angolo di due rette date mediante una cattai ione complessiti 



?[*, y, a} = ax*-+-gy’-t-f**-t-2a’yx+2g'xx-t-2-r'xy=0. 

Premetto questa ricerca per farne uso nella determinazione dell'angolo di due 
tangenti c degli asintoti. 
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lx+my+nz—0 , /'x-t-m’jf-t-n'z — 0 
le due rette. Potrò porre 

y, z)—(lx-hmy-i-nz)[l‘x+m'y-\-n'z) , 

ovvero 

U—a , mm'=g , , 

m»'-)-m'n=2a' , n/'-j-n'f=s2{}', 

indicando con y il discriminante, clic è nullo, si avrà pure 

(mn' — ro'n)*=:{mn'-|-in'n)* — — fiYl = — > 

da 

-40 , , 

(ni'— n'fl(/m'— /'«i)=2;mn'-J-»n'«)//'— (n/'-(-n7)(/wl'4-/'m)=4■(ot« , — S'f';=2^ , 

c/a 



(M — i'in){m>i' — m'n) = — 2— , [mn'—m'n)(lm' — /'#»)=— 2 

l/jl 

Ora, la forinola clic dà l’angolo 0 delle rette è 

(mn' — m'»)a+(n /' — n't:b-\-{lm' — l'm)c 



£2 

dY 



<6 ®=*rn-,e 



aic'/f-f-mm'-f-nn' — (mn'-(-ifl'n)cosA — (nf*-|-n'i)cosB — (i»»'-|-/'»»)co4C 

Si tratta dunque di eliminarne f, l', ni, in, n, n‘. 

Il denominatore si trasforma subito in 

a t-f-t-Tf — 2a'cosA — 2p'cosB — 2f'cosC. 

(Juanlo al numeratore, valuterò il suo quadrato 

(ma' — m'n)V-K . .-+-2(«f' — n'f) {lm'—l‘tn]l>c-{- . . . , 
il quale, in virtù delle soprascritto relazioni, si riduce a 



, (</y, rfy rfy . rfy, rf V </y , ) , 

( da rfjì clf da rtp rf-f ) 

Dunque si avrà 



a Y ; V a 

Y ? ?' '• 

g’ a f e 

a b e 0 



» 

»e»=r, 



a V ? « li 

f ? a' A ] 

P' *' T' e j 

a b e 0 



alte 0 M-p+Tf — 2a'eosA — ip'cosB — 2 y'cosC ' 
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Le due retlc sono parallele o coincidenti, se il numeratore è nullo ; perpendi- 
colari, se il denominatore 6 nullo. 

Quando le rette sono reali, il numeratore è positivo (n° GJ e IgO reale ; quando 
le rette sono imaginaric, il numeratore è negativo e IgO immaginario. 

35. Angolo delle tangenti condotte da un jntnto (x', y', r') alla conica. 

Per determinare questo angolo bisogna sostituire nella precedente forinola a 

a. P.T, *x\ ìp, ìf, 



cocllicicuti della equazione didlc tangenti, clic sono (u° ii) 



d li dii ilU d 11 dii dii 

dU ’ dV ’ dW ’ <AJ' * dV d\V' ’ 



posto 



n= 



l) w 


V' 


x' 




W' V 


U' 


v' 




V' ir 


w 


z 1 




x‘ y' 


*' 


0 


i 


0 diviene 







— l'/i* » y > *')■ 



dii , dii dii 

dU * d\\' * dV' “ 

t dii dii i dii 

1 d\\' dV *dir b 

i dii ; dii , dii 



4 dv *di? *dw *' 

a b e 0 



, <m t dii 

\ 1 dV irfU- 

ossia ’a ! | . 

|- i !i dii idn 

4 dii' *dV 



- ihc 



dii ji dii 

dU * dW ' 

, dii ,dll_ 

IdV'W 



I: 

"X 



e siccome un determinante minore di second' ordine in un determinante di com- 
plementi e eguale al complemento dell' omologo minore ne) determinante origi- 
nale , moltiplicato per questo ultimo ; cosi la espressione in esame si ridurrà a 



ossia 



Jll ìbcyz'+'icaz'x'+'ìabifg '^ , 

U\-ty(x',y',zy. 



Quanto al denominatore, esso è 

dii dTI dn 



dii 



. ... ... ... dii „ ... „ 

7r;-t — tht — - rrpeosA — tt^cosu rjrCO.sC ; 

dU dV dW dii dV a W 



dn 
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e se si rammenta (n° 22) clic 

«/Il . 1///V i «/Il i >tf <lf 

-=f [x , v', .> r ——f(x ,y ,z‘)u 

si trasformerà in 

(w-t-F+tc— 2a'eosA— 2»'eosB— 2io'cosC)/(jr', </, z') 

- :KD* 

ovvero 



ponendo 



l=u-i-r-MO — 2«'cos.J — Sc'cosB— 2ir'eosC (n' 2i c 25), 



1 ^)V(ft,(^y-4fosA-2'ffosB-2^'eos,, 

V(/.r/ vii// \dt) dy ih ih dx ih ili/ 



Dopo ciò la forinola in esame per l’angolo delle tangenti sarà 

321» j-U/V, !/',*•) i : 

° nbc H/(a',y',*') — l 1 ' 

Essa b reale o imaginaria, secondo die — D/(j«', y, z’) è positivo o negativo, ciò»; 
secondo elle il punto (x, y’, *') è esterno o interno alla curva (n° IO), l’or renderla 
omogenea, bisogna sostituire a 321* la espressione equivalente 16A(«iar'4-/«y'-f-c*’)- 
30 . Angolo degli asintoti. 

Per determinare 1’ angolo degli asintoti si lia a sostituire nella precedente for- 
inola ad x’, y', s' le coordinate del centro x„ , y g , z„. 

A tale uopo rammento (n° li) che 

df_ £ 

<te 0 _ dy., _ dz t f[x 0 , y„, : 0 j _ IAI) 

a h c A E . ’ 

sicché sarà 

l’„= — — — A»-t-c» — 26ccosA— 2c«eosB — 2oicosC)=0 . 

E 



Quindi denolanilo con 0 l’angolo degli asintoti ; 






(-i - y 

abe I 
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Questa forinola è reale o imaginaria, secondo clic E ^0, cioè secondo clic la curva 
è iperhola o ellisse (n° 5). 

La ipcrbola sarà equilatera quando 0=~ , d'onde 1=0. 

La ellisse sarà una circonferenza quando 



ossia quando 



16 A* „ „ 

' a*éV ~° ’ 



lg«=±v/rT. 



Ciò costituisce una nuova proprietà caratteristica della circonferenza. 
37. Polari de punti ciclici. 

Nella forinola clic dà l'angolo delle tangenti ligula la quantità P, ovvero 






ÌL M - t ÌLÌL M 1LÌL m z. 

di di dx dx dy 



Esaminiamo il significalo geometrico della equazione P=0. Essa è manifesta- 
mente il prodotto delle due 



df ia df ii3 df iy di — ia df — <3 tìf — i f 
it + Ì* + Ìi*=°' ic* +iy* + di* -° 



ove a , [s , f sono gii angoli di una direzione arbitraria con i lati del triangolo 
coordinato. Or queste equazioni non esprimono altro clic le polari de’ punti ciclici 
(n« ìli, i)}; dunque la P=0 rappresenta il sistema delle polari de’punti ciclici. 
Queste polari sono imaginarie, ma il punto del loro incontro è reale ed è il centro , 
polo della retta congiungente i punti ciclici. Gli assi sono le bisettrici reali dc’ioro 
angoli imaginarii. 

Nella circonferenza queste polari si confondono con gli asintoti , come tan- 
genti ne’ punti all'infinito; d’altronde, essendo allora (n° 20) 



E.=E,— E.c= -E.=- 

. cosà 



cosi! r cosC 8 A* 2A ,L ’ 



l'equazione degli asintoti (n° 31) diviene P=0. 
Del resto si ha direttamente 



EU— Eo* 



n 



=E_— 



a'/dc 

"Si* 



, EU— F„K,- 
E d~= F - 



a’i’c* 

= -8ài- |C0SA -’ 



„ n'ìdc' DI E,,’ 

V== nTT+li 



... o*ò V DI F t F, 

u== 8 à 7 'è a ' 1 ìt 



Digitized by Google 




)( 65 ,( 



<la cui (n‘ 3 c 15) 



a % b c DI tiAM)* 

.= Ph 

«A* E E 



2l> lfiA*D* 

I P ~* É ’ 



P=SI/l®. ?/. *)- 



8A*DI 
E ’ 



c cosi si ricade nella equazione dogli asintoti. 



f{x,y, z) — -(ax-t-iy-t-ezJ’rrO. 
b 

38 Luogo de' punii d'incontro delle tangenti ortogonali. 

a) La equazione di questo luogo si ottiene eguagliando a zero il denominatore 
della forinola che dà la tangente dell'angolo di due tangenti condotte da un punto 
(n° 35) ; quindi, indicando con x ,y , x le coordinate di un punto qualunque del 
luogo, si ottiene la equazione 

4I./(x, y, x) — P=0; 

Questa equazione di secondo grado rappresenta una conica , clic passa per i 
quattro punti comuni alla f^x, y, :',=() ed alle rclte'P=0. Anzi questa conica è una' 
circonferenza; imperocché i punti ciclici appartengono ad essa , dovendo riguar- 
darsi come perpendicolari le due tangenti condotte da ciascuno di tali punti 
(n° 26, 6°). È chiaro infine clic il centro di questa circonferenza è quello stesso 
della f(x, y, *1=0 ; imperocché essa passa per le intersezioni delle tangenti pa- 
rallele agli assi della f\X, y , *)=(>. 

Nella iperbola equilatera , per la quale 1=0 , il luogo si deforma nel sistema 
delle polari dc’punti ciclici l’=0 , che può hene assimilarsi ad una circonferenza 
non avente di reale clic il punto della intersezione delle due polari, ossia il centro 
della conica. E le due tangenti ortogonali sono gli asintoti. 

Nella parabola il luogo si decompone in una retta e nella retta all’infinito. In- 
fatti, avendosi 



««■•..MS 



-+-2V 



dy dx dx dx dx dy 



la equazione del luogo, può scriversi cosi : 

-d’- <iw-D| (*)' 

9 
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Ora è a ricordare la relazione 

Ej'+Ee* 4-2E 4 E r cosA=~a 1 Dl (n° 24 (6)’); 
ed è facile verificare l'altra 

VE '+WKj’ — 2U E 4 E = — a*D ; 



le quali moltiplicate per — D, I, e sommate, porgono 

(IV— D)E f *- 4 -(lW— D)E 4 *=2(U]'+DcosA)E,,E r> 



d' onde si trac 



e per analogia 



^ E- Ej=2 (I li '-l-Deos A ) , 

E b K 

E -2(lV'4-DcosB), 



F 's 



E., 



l£_i ) E,,-+-il r Ì!i: (J =2;lW , +DcosC). 



Mediante queste tre ultime relazioni la equazione del luogo si trasforma nel pro- 
dotto delle due seguenti : 



df di df 

t„ - — t-Ej- — t- Ef— =0 , 
dx dy dz 



IU— \)df IV— D df IW-D df 

E„ dx E» dy E c dz 

Quindi il luogo si decompone in due rette. La prima è la retta all’ infinito (n* 15); 
la seconda è la polare del punto 

/A 1U— D A IV— D A 1W — D\ 

VP E, ' T' Ei ’ I' Ec /’ 

del quale mi occuperò in appresso (n. 40). 

Veramente dal calcolo apparisce solo che le coordinate di questo polo sono pro- 
porzionali a 

IU— D IU— D IW— D 

E» ’ E ( ’ ~K~~ ' 

ma sostituendo questi valori nella relazione fondamentale ax-^-by+cz=ì\ , e 

A 

tenendo presenti le relazioni del n. 24, si trova il primo membro =2i ; quindi — 
è il rapporto delle coordinate effettive ai valori sostituiti. 
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b) V equazione del luogo de* vertici degli angoli retti circoscritti alla conica può 
ricevere anche un’altra Torma. Infatti, ordinando rispetto ad x, y , z la equazione 

il/ì>,y, — P=0 



diviene 

(V-t-'W-i-2U'cosA)x*-+-. . . — 2(— UcosA-t-U'+W'cosB-l-V'cosC)y*-t-. . .=0, 
ovvero 

/V-t-W-4-2U'cosA W-t-U-+-2V'cosB U-4-V-i-2W'cosC\, , , , 

\ a * H J, J(ax{-t>y+cz) 



= ~( a yi+bzx\-cxy). 



Sotte questa Torma chiaro apparisce clic il luogo è una circonferenza; poiché 
contiene i punti comuni alla circonferenza circoscritta al triangolo coordinato 
(ayr-f hxx-\-cxij=0) ed alla retta all'Infinito, cioè i punti ciclici. 

Nel caso della parabola (F,-^0), messa da banda la retta all' infinito , il luogo si 
riduce alla retta 

V+W+2U'cosA W-t-U-f 2V'cosB , U-t-V+2WcosC 

x-\ 7 — y \ r =0 . 

a b ' c 

quella stessa che pocanzi ci è occorsa sotto la forma 

IH — U df IV— D df KW — bdf 

E„ dx~^ Et rfj 4 " E, dz~°’ 



Dal paragone di queste due equazioni risulta (n. lo) , indicando A una indeter- 
minata, 

. A IU— D „V-i-W4-SU'cosA , Tlr ,W-t-U-t-2V'cosB , rl U+V+2W'cosC 
I h, a b c 

A IV — D V t-W-+-2U'cosA „W-+-U-t-2V'cosB „,U-t-V-4-2W'cosC 

A- — — =W' hV HU' , 

I a b c 

k A 1W — D 1; ,V-»-W-f 2U'cosA , ,„W+U+2V'cosB , „ 7 U+V+2WcosC 

A — — V Hli 7 l'W — - t 

I t c a b c 

e viceversa 



V-+-W-h2U'cosA A/ ili — U ,IV — D . JW— D\ 

"WT ^'-TT+'-ÈT ) 

A ! ,1(1— 1> IV— D ,IW— llv 

l T ('X*'— + ' — > 

a/ ,ui— i) ,iv_n iw— D\ 



W-4-0+2VcosB Af ,„, IU— 1) IV — D ,1W— 1) N 



i ;-f-V+ 2W'cosC .A/ ,IU — D . , IV — D IW— D 

E, 
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Per determinare A sommo le prime tre equazioni moltiplicate per a, b, c : avrò 

SA A -t-2l' cosA ^ p 4V-j-U-t-2V'cosB ^ U-f-V4-2WcosC 

o b " ~ * 

che mediante le relazioni 



„ Ei — Vf'b — V'c „ ‘ 

U= aEjE c -|-6E r E»+eE„E*=a6cDI(n 0 21 (3)'}, 



diviene 



2AA 



ovvero 



_ 2(aE t E g +&E c E„+cE„E/,)— (aE.+AEt+cE,) (U'o+V7,+W>) , 
abe 






39 . Fuochi. I fuochi possono definirsi, fra gli altri, ne' seguenti modi: 1° come 
i punti d’intersezione delle tangenti condotte da' punti ciclici alla conica; 2° come 
centri di circoli nulli bitangenti alla conica; 3° come quei punti, dai quali tirando 
le coppie di rette coniugate, queste riescono due a due ortogonali. Delle quali de- 
finizioni la prima, dovuta a Pliicker, vige per curve qualunque ; e la terza trovasi 
registrata come proprietà de’ fuochi nel grande trattato del La Dire (1085). Esse 
per altro rientrano agevolmente l'una nell'altra. Infatti le coppie di rette coniu- 
gate emananti da un fuoco , essendo ortogonali , formano una involuzione , della 
quale i raggi doppii sono le rotte che vanno dal fuoco ai punti ciclici (n. 26, 3*); 
per conseguenza queste rette toccano la curva, cioè sono tangenti condotte dai 
punti ciclici. Si ritrova cosi la definizione del Pliicker. D'altronde le due rette clic 
vanno da un fuoco ai punti ciclici possono assimilarsi ad una circonferenza non 
avente di reale che il loro punto d'incontro; dunque ogni fuoco è centro di un cir- 
colo nullo bitangcnte alla conica. 

Ciò premesso , ad ottenere le coordinate de* fuochi basta esprimere clic la con- 
dizione di coniugio di due rette partenti dai punto ( x', y', z‘) , 

(Ey”— 4AE,y'-t-iA«v)XX'-t-(Ex'*-4AE„j'-t-*A , C) ! ig' 



— [Eady*— 2A(E t »'-4-Eji'j-t-4A I W'J(X^+XV)=0 (n* 18, k) ), 
e la condizione di perpendicolarità 

XV p^jii'-t-(X;i'4-X'[i)eosC==0 (n° 19) , 

X X' 

coesistano per più di due sistemi di valori di -, — (n° 21), e quindi per più di due 
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\ X' X X' 

sistema di valori di - H — . — , il che importa di dover essere proporzionali i 
li V- li Si 

(.'officienti di XX', pp.', Ap'H-X'ji. Dunque si avranno le relazioni 

Ey'*— 4AE*y' -I- 4A , V=E»' 1 — 4AE a x'-t-4A*U 

= [E»y-2A(E J *'+E„ J ,')'f4A*W'] , 

cost 

e le analoghe. 

Tutte queste relazioni , delle quali solo due sono indipendenti , chiamando w 
una quantità a determinarsi, ei possono scrivere cosi : 

Ex* — 4AE a z'-+-iA*U=4a , u , 

E»"— 4AE s y'-t-4A*V=4A , w, 

Ez'»— 4AE e z'+4A , W=4A*io, 

W 

E y'z' — 2A(Esi'-t-E f y 4A mcosA, 

Ex'*' — 2A(E t x'+E, 1 z')+4A*V"= — AA’weosB , 

V.x'tj' — 2A(E a y'-f-Ej*')-t-4A , W— — 4A*(i)cosC. 

Alle stesse equazioni conduce la dormizione del Pliiekcr. Infatto fe direzioni delle 

db in ±»p ±»y 

tangenti condotte da un fuoco essendo (c , e , e ) ( n° 26), si avrà la 
relazione (n‘ 22 c IH*)) 

±2i<* ±2«{5 

(Ey" - 4AEy-H4A'V)e +(Er'*— 4 AE-tf+AA’UJe 

±*(«+P) 

— 2[E*y-2A%*'+Ey)+4A*W'] e =0, 

elicsi scinde in due,* dalle quali eliminando ora Ey* — 4AE 4 y'-|-4A , V, ora 
E*'*— iAE^r'-t-iA’U, si ritrovano le (a). 

Le tic prime equazioni («) danno x', y', z' in funzione di m: 



, 2A„. , wr. — TFfi — ft, 2A(U — w) . 

(E«± Y Lw-(EU— £,*)= =- 

b E«hF V Eu — (EU — E„*} 



ovvero (n“ 24) 



I ,-»<^VSZ=m Wr±_ , 

E EccVEm— DE. 



m y 



^(E i ±V/^=-^U, 



E^Ve.0- 



l)E* 



2 A , 2 AfW — m) 

z’=_ (B c ± V Ee, -DE») = —=J==. 

E E„qp VEw — DE» 
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Resta a determinare w. Moltiplicando per a, 4, e le ( b ) e sommando si ha 
±fl V Ew— DE~=t:ò Ew— Dlvrfce V Ew— DE» =0 > 

ovvero 

a‘(Ew-DEJ>-t-. . . — '24V(Ew — DE r )(Ew — DE») — . . .=0. 

Ordinando rispetto ad w, si trova : 

1° per coefficiente di E’w* 

a*-+-. . . — 24*e* — . . =— (o+ 4-f-e) (— a+4+e) 4+r){a+4 —e) 
= — 16A* ; 

2* per coefficiente di Ew 

2a’( — ■a , -t-4*-t-c’)DE,-l-. . .=4a4cD(acosAE»-t-4cosBEr-t-ccosCE»’ 
=4a*4VDl (n° 24,;4)); 

3° per parte indipendente da w 

DVE.’-t-. . .—24 VE, E»—. . .jas-iaVc'D'E («• 24, (7) ). 



Dunque la equazione in w è 



M 



a*4V DI n'bV D* 
44* ' E l,+ 44* ‘ E 



= 0 . 



(la quale si riduce alla ( 4 )’ del n° 33 mutando w in 
. D 4 
landò w in — w). 

E 



a’4V I) 

- ,-m , ed alla (o) mu- 
44 E 



Essendo 1* — perche somma di due quadrati (n° 26), questa equa- 

oo e — 

zionc fornisce per w due valori reali w, io, , a ciascuno de' quali corrisponde un 
paio di valori per x', y', x' nelle (4). Dunque vi sono due paia di fuochi. 

E siccome per uno stesso valore di w le (b) danno per scmisomma di valori di 
x', y', x' le coordinate del centro 




24 

»/o=-Et , 




cosi i quattro fuochi sono due a due simmetrici rispetto al centro. 

Inoltre il diametro che passa per due fuochi simmetrici , dovendo per la defini- 
zione di essi essere perpendicolare alle corde coniugate , è un asse. 

Finalmente dei quattro fuochi un paio e reale, un paio imaginario. Ciò deve ri- 
saltare dalle (4); e basta provare che il prodotto 



(Ew, — DEJ(F.w, — DEy)r=E*w,w, — DF.E.(w 1 -+-w 1 )-+-D , E > * 



n*4V 

44* 



D’(E — IE«-t- 



44* 

a’AV 



.V) 
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è negativo. In fatto le relazioni (1), (5), (9) del n° 24 lo riducono a 
Acl) 1 

- — A*— c*+2AesenBsenC)I^R<7+(e*scnBsenC— Ac)E r -*-f (A'scnBsenC— Ac)Ew*j; 

ma a’— A’ — c*-t-2AesenBsenC=2AccosAcosB , 

c’senBscnC — bc— — Accos'C . A'senBsenC — Ae= — Arcos’B : 

dunque 

A’c* 

(Eio, — DEJ(Eu, — DE.)=— jpl'EVcosC — EarCosB)*<0. 

Del resto si può osservare che, se si denotano con 

a-t-i/3=0 , 

le tangenti condotte da un punto ciclico, saranno 

a — 1/3=0 , y — i8= 0 

le tangenti condotte dall’altro. Ora le a-t-»/3=0, a— <0=0 si secano nel punto 
reale (a=0, 0=0), e le y + i8=0 , f— i8=0 nel punto reale (y=0,8=0) ; ma le 
a±:i0=O, y+ì 8=0 non si secano in punti reali, poiché la prima ha reale il solo 
punto (a=0,/3=0), c la seconda il solo punto (y=0, 8=0) diverso dal precedente, 
in generale. 

lticpilogando, una conica possiede quattro fuochi, dei quali due si trovano sopra 
ciascun asse, e simmetricamente rispetto al centro. Di essi due, posti sullo stesso 
asse, sono reali, c due iinaginarii. I fuochi sono vertici di un quadrilatero imagi- 
nario circoscritto alla conica, del quale i rimanenti due vertici sono i pun'i ciclici. 
40. Fuochi nella circonferenza, nei sistemi di rette, nella parabola. 

Se la conica è circolare, o si compone di due rette, i suoi quattro fuochi coinci- 
dono nel centro. 

1° Nel caso della circonferenza , essendo 



la («) ha le radici eguali a 



ICA* 

n’A’r’ 



E=0, 



o*AV DI DE, 

8A* K~ — TT 



DE, 

E 



-Tr (»•»). 



e le (A) porgono conseguentemente 



x'=x 0 , t/= y 0 , z’=z 0 . 

Lo stesso si prova osservando che le tangenti condotte dai punti ciclici ora non 
sono altro che gli asintoti, i quali si incontrano nel centro. 
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2° Nel caso delle due rette (D=0), la (e) e le (Ij) porgono 
0; c »'=*„. y'=y,, 

dòsi conferma osservando clic le tangenti condotte per i punti ciclici ora non 
sono altre le che rette, le quali li uniscono al centro. 

3° Nel caso della parabola (E=0) la (c), ossia 



iA'Eto* — a ! t> , e*DIw-i-a*AVD*=0 , 



dà per w due valori, l'uno w,=oo , l’altro e>,= - . 

I valori di x', y ' , x' corrispondenti ad » riescono infiniti; 
spondenti ad w,— — un sistema riesce infinito, l’altro finito, ed 



de’ valori corri • 
è 



A IU— D , , A IV— D A I\V— D 

*~V E,, ’ V ~T E, ' ' ~T|' E f ' 

Adunque la parabola ha un sol fuoco a distanza finita. Esso giace sull’asse, essen- 
do il diametro che lo contiene perpendicolare alle sue corde coniugate. 

(ili altri tre fuochi sono i punti ciclici c il punto di contatto della retta all' in- 
finito (centro) (*). 



(*) In conferma di dò notisi clic nell» parabola, detti * , fi, y fili angoli dei diametri 
con I iati del triangolo coordinato . c y, » I loro seni, si ha 



da eoi 



\ « V 

E.* - EÌ“eT~ ’ 

a*+,“ , +2a É ucosC=:i*(E„*-(-E« ! +2EriE4COBC), 



ovvero (n. 7 e 24 (6)’), 

sfln*C--**c*DI, /;*=— 4A * -L . 

a*& a c* ‘DI 



Ora la (c) , benché desso dà E. -0 

4a a **' T 

Quindi per u le (i) danno x\ y\ *’ proporzionali a 

• • < , ovvero a \±VxM ovvero a . 

coordinate decanti ciolict. E per E», danno x’, y\ i’ proporzionali a 

E.,+v/ E,,*, . . . , ovvero a E„, . . . 
(Assumendo il segno ovvero Allo coordinato del centro. 
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41 . Direttrici. — Siano (*,, y„ z t ), (x„ y t , z t ) due fuochi corrispondenti ad un 
medesimo valore di w. Le loro polari , clic diconsi direttrici della conica , e sono 
parallele all’asse che contiene gli altri due fuochi , avranno per equazione com- 
plessiva 








.= 0 . 



Resta ad esprimere x,*,, y,z,ri-y t z , ,. . mediante i coofficienti della /!*,y,:)=0. 
Ora le tre prime equazioni (o) del n.” 39 danno 

il’ , 4A P 

w),..., *,+*,= y e * 



e le altre tre, sostituendo in ciascuna ad », y, z prima y,, z t , poi x t , y t , e 
sommando i risultati, danno * 

2AE < (y,-H/ l )-t-8A’(U'-t-tocosA).-=0 ,. . . , 

da cui 

16A* 8A* 

^=-p- E s^ — p i; H-wcosA),. . . , 



e 



y« ViX 1 ,-*- 1 »)— (v. 1 ! 



8£ 
: E 



(U'-MecosA),. . . 



Quindi l’equazione delle duo direttrici, portandovi questi valori di x,x, 

y.x.-t-y,* .diviene 



v(-) V’(— ) -t-w(y-) -4-2U'y^ Y -4-2 Vy J +2W''^ d -j- 

\dx) \dy) \di) dy di di dx dx dy 

fr^V-K fSY+ (iOi-4 f CM - S f % «»-» f f cole) =0, 

[\dxj \dy/ \dz) dy di di dx dx dy ; 



ovvero (n.‘3 e 37) 



4 D/’x,y,z) — wP=0 . 



Vi sono due coppie di direttrici; la prima composta dalle polari dc’fuochi reali , 
le quali sono reali; la seconda dalle polari de’fuochi imaginarii, le quali sono inna- 
ti 
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ginarie. La forma della equazione ora trovata prova che le direttrici formano un 
quadrilatero iscritto nella curva ed avente per vertici i punti imaginarii ove questa 
è incontrata dalle polari de’ punti ciclici. Ciò per altro discende dalla definizione 
de’ fuochi, la quale mostra che le tangenti condotte da' punti ciclici formano un 
quadrilatero completo circoscritto avente per vertici, oltre a'punti ciclici, i quattro 
fuochi. Quindi i punti di contatto dc’suoi lati costituiscono un quadrangolo avente 
per lati le polari de'punti ciclici e le quattro direttrici. 

La equazione complessiva delle quattro ^direttrici si ottiene moltiplicando fra 
loro le due equazioni 

io,P=0 , 4D/Ix,y,*}— w,P=0 , 



ove to, ed «, sono le radici della (c) n° 39, ed è 



n*k m r' 

m*. y. *)-^T rrTV-P*=0- 



644* 



Indicando con Q=0 l’equazione della circonferenza luogo de' vertici degli an- 
goli retti circoscritti alla conica (n° 38 4)), cioè ponendo 

0=1/1*. y, *)— jP. 

l’equazione delle direttrici piglia la forma 



E/ 5 *!*, y , *} — iqa*.».*)-h -jjr Q*=o. 

Quando la conica è una parabola (E=0) , questa equazione si scinde nelle due 
P=0, Q=I/-(x,y,i)-ìp=0; 



delle quali la prima rappresenta le polari de’punti ciclici, e I* altra si scinde nella 
retta all' infinito e nella retta (n.° 38 a)) 

1U— D df IV— D di IW— D df 

1 -- \ ‘ - — Q 

E, dx Ej dy E, di 
che è la polare del punto 

/a IU— Il 4 IV— D 4 IW— 

V? E„ 1 I’ E 4 ’T È - /’ 

cioè del fuoco a distanza finita : come doveva avvenire. 
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La direttrice della parabola può anche essere rappresentata dall' equazione 
(n. 38 b)) 



Y-+-W-t-2U'cosA W + U+2V'cosB 

«H 7 y-H 



U-fV-4-2W'cosC 



s=0. 



Quando la conica è una circonferenza, ossia quando 



a'b'c' 



E=0, 



l’equazione delle direttrici diviene 



ma fu trovato (n.° 37) 



[21/i*. Vi *)— P]*==0 ; . 



2lf(x,y,i]—P 



8à*Dl 

E 



dunque allora le direttrici si confondono con la retta all’Infinito , che è appunto 
la polare del centro, nel quale cadono i fuochi. 

Quando la conica si riduce a un sistema di due rette, le direttrici, già parallele 
agli assi, bisettrici degli angoli delle due rette, coincidono con queste bisettrici. 

42 . Altra equazione degli assi. Siano (* 0 , y 0 , *,), z 1 ), (*> V. *) il centro, un 

fuoco e un punto mobile dell’ asse che li contiene. Si ha dalle ( b ) 



x'-s B =±j V Età— DE. , . . . ; 

quindi 

*-**° __ y—vo _ x — *<, 

V Ew— F, V^Eii» — DE. VEio-DE» 

è l’equazione di quell’asse. 

E siccome si ha identicamente 



(E,-E«)(E u -DEJ+...=0, 

così sarà 

(E, — E.) (x-a: 0 )*+{E w -E.) (y-y«)*-HE.-E,) (*-0**0 

la equazione complessiva degli assi (cfr. n. 30, e 33,equaz. (è)' c seg.). 

Dotisi clic le coordinate del punto all’ infinito di un asse, o polo dell'altro asse, 
e i seni degli angoli, che quell’asse fa con i lati del triangolo coordinato , sono 
proporzionali a 

Vew-DÉ. , V Ew— DE, , V Ew — DE» ,' 



Digitized by Google 




)( 76 )( 

E i valori effettivi di tali seni si ottengono dividendo queste quantità per la metà 
della lunghezza dell'asse medesimo. 

Esaminiamo il caso che la conica sia parabola. Perciò osserviamo che nella ul- 
tima equazione la parte indipendente da x, y, i è 

(E r -E»K‘+...=-^[U(E 4 ‘-lv s )+...]-iÌ , [E 0 *(E 6 l -E c ‘) + ...], 

e siccome la quantità Eo’fEj* — E c, )-t-. . . è nulla , cosi sviluppando la equazione , 
moltiplicandola per E, e poi ponendo E=0 , si avrà per l’asse della parabola I' c- 
quazione 

(E 4 * — Ee") (E^-AOl-KV-E.*) (E 4 y -àV)+-(E/-E 4 *; (E c x-AW)=0. 

L’equazione del diametro condotto per un punto (r, non differendo da que- 
sta che per un termine costante, può mettersi sotto la forma 



(E 6 *-E c *)E.(x-x 1 )+(E c *-E o *)E 4 {y-y 1 )4-(E a *-E 4 ‘)E c (i- J r 1 )=0. 

Ancora, l'asse della parabola contenendoli fuoco c il punto all’infinito (E a ,E 4 ,E ( .), 
la sua equazione può ricevere l'altra forma (n. 40 c 38 b )): 



± 

dx 



A 1 

Jy 



d l 

di 



V-t-W+2U'cosA W+U+2V'cosB U+V+2W'cosC 



= 0 . 



43. Equazione che dà le lunghezze de' diametri coniugali inclinati lotto un dato 
angolo , e degli assi. La equazione ( n.° 7 ), che fornisce le distanze di un punto 
(x', y’, z 1 ) a quelli ove la conica è intersecata da una trasversale condotta da esso 
in una direzione data (X, p, v), quando si suppone clic (x', y\ z) sia il centro , di- 
viene (n° 44) 

Jl= _4£l)_!_ 

E /!>,>,*)' 



c fornisce la lunghezza h del semidiametro condotto nella direzione fissata dai seni 
X, p, v. 

Similmente il semidiametro i' coniugato col precedente, indicando con X', p',v', 
i seni relativi, è dato dalla equazione 



(2) 



**—-*-.— . 

E /(X»') 
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a) Dalle (1) e (2) si traggono le relazioni 

4A‘D AX.M-HP. !*>') 

(3 ) s+ì - ir- 



(*> 



3’3 ’= 



16A‘D* 1 

E* ■/(x,g,v)./(xV,v';’ 



i 



che cercherò di semplificare. 

A tale uopo siano X,,p,,v, i seni della direziono perpendicolare al semidiametro 
3: si ha (n° 19) 

X=sena, [t=scnp, v=seny; X,= - cosa, p,=— cosji, v,= cosf , 



c, chiamando 0 l'angolo dc’scmidiamctri 3, 3', 

X'=XcosO-t-X,scnfl , p.'=pcosO-t-ii,senO , v'.-=vcos0-t-v,scn9 ; 



dalle quali relazioni risulta 

(5) A^d^v)4-AX 1 ,|z l ,v 1 )=«(X*-hX 1 , )-t-...+2H'(tiv+p t v,)-t-...=I, 

(6) flX..!V'i)— /(X,ii t v;=ucos2a-t-...-t-2n'cos(P+T)+— . 

(7) /\X',ji' 1 v')=cos , 6/ì[X,ii,v)-i-sen8cos9^X l -(-^p,4-^ v i^-t‘Scn , 0/'(X,,ii )l v l ì. 

Ora la condizione, di coniugio (23) è 



che può scriversi cosi: 



Sv+fr+fr- 0 . 

dX dp dv 



(s l ' + 5i l ‘- + S , ') =_S “" W,l ‘ 



,v)i 



quindi la (7) diviene 

(8) 4X'.ii , I v')=sen , 8/(X, p p„v,)— eos'fiAX.p.v) ; 

c se ne ricava per via della (5) 



(9) /(X,ft,v)-t-/(X',p',v')=sen*9 [/(X,p,v)+AX,.P,> v .)]= lscn ' 0 - 

Inoltre, la citata condizione di coniugio può scriversi sotto la forma 
2col6/(X,p,v)=usen2a4-...-t-2u'scn(3-t-7) + ...; 
e sommando il suo quadrato con quello della (6) si ha (n 0 26) 



l/ì*i.iV^ - /I x >M]H4c o tVAA,p,v)==r 



10 A» 
0*9*6* 
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e sottraendo questa dal quadrato della (5), tenendo presente la (8), si ottiene 



(10) 



/(X,|t,v)./py,v')= ^-.Esen’O. 



In forza delle (9) e (IO), le (3) e (4) si riducono a 

«Ve* DI 



(«) 

( 12 ) 



a*-t-3”= 
M'= 



E* ’ 
iaVéVD* 



E’scnS 



Dopo ciò 6 manifesto che 3*, sono le radici della equazione 



(®) 



_ aVc' DI 4AVAVD* „ 
®’H TT— ®H — ~ — =0. 



E 1 



E’sen’6 



b) A questa medesima equazione poteva giungersi anche nel seguente modo. 

Se si moltiplicano per X, p, v e si sommano le tre prime equazioni (3) del n° 33, 
con l' aiuto delle relazioni note (n® 7) 

4A* 

aX+3p-t-c''=0 , acosA.X*-|-...==— — , 



abe 



si trova 



4A*E I 



ovvero, per la (1) , 



a’4*c*7(X, p, vj’ 

E* 



- 3 *. 



< a’iVD 

Quindi la (4) del citato n° 33 si muta nella equazione 

_ , DI „ 4A V4V „ 



E siccome non cessa di esser verificata quando vi si muta il segno di seni), cioè 
applicandola a’ diametri coniugati di quei due che essa determina , cosi in essa 3 S 
rappresenta il quadrato di uno qualunque di questi quattro diametri. Ma due dia- 
metri coniugati sono ordinatamente eguali a quelli che formano lo stesso angolo e 
che si trovano simmetrici con essi rispetto agli assi. Dunque , indicando con (0 il 
quadrato di uno qualunque fra i due diametri coniugati inclinati sotto l’ angolo 6 
fra loro, potremo nell’ultima equazione sostituire ffi a 3*, c ritorneremo alla equa- 
zione (®). 

La ripetuta equazione (®) può anche porsi sotto la forma (n° 33, (5) 1 ) 

a b b • _ 0 / E® \ 

45-l-E.-t-®’cosA~^ X>|E r .-l-®'cosB~ t_ X^-t-E^-MB'cosC V 4A*D/ 
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e) L'equazione che fornisse le lunghezze de’ semiassi r, r’, è in conseguenza 



(R) 



. a*6VI)I * Va'h'c' 

KH — — R+ ^ — =0. 



srn’O 



E* “ ' E* 

chiamando II una qualunque delle quantità r*, r*. E può porsi sotto 1 altra forma 

a h e ^ / n , £ R \ 

E«.+R , cosA + E,, t Renslt + E w ~t-Rcosl’~ V _ H J I)/ 

44. a) Se la curva è una ellisse (E>0), l'equazione (<D) ha radici imaginaric, 
o reali e del segno opposto a DI, secondo che 

< I6A* E 
1 > a*4V I*’ 

Dunque se Di è positivo, l'ellisse è immaginaria; e se DI è negativo, sono reali e 
diseguali le lunghezze dei diametri per i quali 

, I6a* E 

scne> ^vr*' 

(come p. e. gli assi), ed imaginarii quelli per i quali 

* 64 ’ E 
,t#K wi> 

(come gli asintoti (n°36j). 

Sono eguali i due diametri couiugati per i quali 



sen*&= 



I6A* E 
a'iV T*' 

I6A* 



Se la ellisse è una circonferenza A* E=oY sarà #=- , e i scmidia- 

\ a 1 tre J i 

metri saranno tutti eguali alla quantità 



abe 

“iiT 



(— 2DI)», 



che è il raggio della circonferenza. 

h) Se la curva è una iperbola (E<0), le radici dell'equazione in ffl sono reali e 
di segno opposto; quindi le lunghezze di due diametri coniugati sono una reale e 
l'altra imaginaria. E poiché gli asintoti sono reali e due diametri coniugati , for- 
mando con essi un fascio armonico, si trovano da parti opposte di uno stesso asin- 
toto, se ne conchiude che la iperbola si compone di due rami indefiniti compresi 
in due soli angoli opposti degli asintoti, e simmetrici rispetto al centro. 

Se sulle direzioni de' diametri le cui lunghezze sono imaginarie si portano dei 
segmenti eguali al coefficiente di i nella loro espressione algebrica, le loro estre- 
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milà comporranno un’ altra ipcrbola , della coniugala della precedente , e che ha 
comune con essa il centro, gli asintoti e le direzioni de’ diametri coniugati (*). 

Quando la ipcrbola si riduce a due rette (D=0) , riescono nulli tutti i diametri 
non diretti secondo queste rette. 

Quando la iperbola è equilatera (1=0), i quadrati de’diametri coniugati riescono 
eguali e di segno opposto. 

45 . Relazione fra i semidiametri. 

a) Dall’equazione (®) si trae che nella ellisse la somma dei quadrali di due semi- 

diametri coniugati è costante ed uguale a — - ; e che il prodotto di due 

semidiametri coniugati pel seno del loro angolo è costante, ovvero che il paralle- 
logrammo formato dalle tangenti negli estremi di due diametri coniugati è co- 
stante , ovvero che il triangolo formato da due semidiametri coniugati e dalla 
retta che ne unisce gli estremi è costante, ovvero che il parallelogrammo avente 
per diagonali due diametri coniugati è costante. 

Nella ipcrbola queste proprietà reggono, purché si osservi che uno de’ quadrati 
de semidiametri coniugati è negativo, e si sostituisca al semidiametro imaginario 
la lunghezza che rappresenta il coefficiente di i nella sua espressione. 

b) Sia la curva una ellisse (E>0), e siano 3, 3' due semidiametri coniugati, r, r' 
i semiassi. L’equazioni (ffl), (R) danno 



3*-3*= 



Ir-HHL 

{ a'b'c * 

E* ) «Vr ) ’ 



a’AVD 

E* 

aVe*D 



E 

scn*9 | 






(*) Cerco l'equazione dell» conio» coniugata con un» conio» dat# — Il pnnto dell» co- 
nica f(x,y,s) -0, che trovasi all’ estremità del semidiametro di coi 2 è la lunghetta reale o 
imaginarla e (a, p, ►) la direzione , ha per coordinate 

xzz !/„-}- iu , szi j 

da cut si è ricavato 

4à*D 

» /iA»Mi *) = — — — . 

r. 

Il pnnto della conica coniugata, che trovasi all’estremo del semidiametro, di cui la lun- 
ghezza imaginaria o reale A i2 e la direzione (a, u, „), è 



da cni si ricava 



ovvero 



y=y.+i'J(a , r ; 



4a*D 

e)=— 2 *rta,K,v)= 



8a*D 



2D 

f(x,y, *) — — (o*-f 



Tal'è l'equazione richiesta — Essa prova ohe la curva coniugata di una elllsao o ipcr- 
bola è un'altra ellisse o ipcrbola , avente comune con essa il centro, gli asintoti e le di- 
rezioni de’ diametri coniugali , o gl' invarianti I, E. I loro discriminanti sono eguali e di 
segno opposto. 
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ponendo, com'è lecito , 

««>«'* , r*>r'* , D>0. 

8‘— 8'*< r*— r’\ 

3*+3' , =r*-t-r"; 
r‘>3* , r’*<3'*; 

vale a dire che r c il massimo, e r’ il minimo semidiametro della ellisse. 

Nella ipcrbola, ove E, è ", risono negativi, si giunge alla relazione 

4*— 3 *>r* — r" ; 

r‘<3’ , — r ’< — i *, 

vale a dire che il semiasse reale è il minimo semidiametro. Esso dicesl asse tras- 
verso. 

Da quanto precede, e dalla 



Ne risulta 
Ma è 
dunque 



da cui 



3*=- 



4A*D 1 

"e - W.M’ 



si deduce che nella ellisse D/\X,pi,v) è negativo , e prende il massimo ed il minimo 
valore algebrico quando X, p, v sono i seni delle direzioni dell' asse maggiore e 
del minore. 

Nella ipcrbola poi D/]X,p,v) è positivo o negativo , secondo ehe X , p, v indicano 
le direzioni dc'diamctri reali o degl' imaginarii, ed ò massimo per l'asse trasverso, 
minimo per l’ aliro asse (*). 

46. Eccentricità. La distanza p di un fuoco dal centro è data dalla forinola 
2p*scnAscnBscnC=(x' — x 0 ) , scn2A+(y' — y 0 ) , scn , B-t-(j' — * 0 )*seu2C, 

(*) Qual’ è il massimo e il minimo valors di D /(x l y,i)1— Sopra nn diametro la coi di' 
razione sia (a, th ») prendo nn ponto alla distanza ir; sari 

xsae.ioa, y=y.;fcfp , 



Dunque per due ponti simmetrici rispetto al centro D f(x,y,s) assume lo stesso valore; e se 
questi si allontanano sopra nn diametro a partire dal centro , D fx, y, t) tende a x se - 

4a"D* 

condo che Df(>.,u,r)^0, partendo dal valore Dfx „y.,s.)— — — 

*■>. r. 

Quindi nella ellisse, ove D/’(a,fi,i>) < C0> Df(z,y t r) acquista il massimo valore pel centro, questo è 
4a*D* ~> 

— — — .Nell’iperbolapoi,oveDAa,(»,r)'^0, secondo ehe li diametro seca o no la curva, D f(x,y,t) 
*■ <. 

prendo tutti i valori da — ooa-wo, e è minimo su' diametri che intersecano la 

curva in punti reali, massimo angli altri. 

13 
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che, in virtù dell' equazioni (6) n # 39, diventa 




a*4VDI 
E* ' 



Ma la equazione (e) n.° 39 dà 



dunque 



o*6 V D 





46 4* 

a’6V 




vale a dire che il quadrato delia distanza di un fuoco dal centro è uguale alla dif- 
ferenza fra il quadrato del semiasse che contiene quel fuoco, e l’altro semiasse. 

V eccentricità, cioè il rapporto della detta distanza al semiasse su cui è contata, 
è data dalla formola 




Essa è nulla nel cerchio , minore dell’ unità nella ellisse , maggiore dell’ unità 
nell' iperbola , eguale a —\/2 nella iperbola equilatera ; c nella parabola ha per 
valori le®. 

8 " 

47. Parametro. Dicesi parametro la quantità — . 

O 

Si ha dalla equazione [( B ) 



© 

è però 



aWD | 




161* E \Jj 
\ a»4*c*sen*8/ 1 


j‘ 


( 84* ’ 


“ 2E* 


i+l 


f 461» E 1 

k a'b'c' sen’O/ 


vzàesen*B, 



2D 



a’i’e’sen'O/ j 



8» 

8 = 



84* 

’ oéescn’8 



C2D)« 



{ V «*4V scn’O/ j 



Nella parabola il parametro corrispondente al diametro che fa con le sue corde 
coniugate l’angolo 8 è 

Ai*/ ' 



aécscn’OX 
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ed il parametro corrispondente all’asse 



abc \ 1 ’/ 



48 . Cerchio osculatore. Cercherò la equazione di questo cerchio per una curva 
di qualunque ordine. 

Sia /(a,/ 3 , 7)=0 l’equazione di una curva di ordine r, 

0 è quella della tangente nel punto (a, J3, 7 ), 

>3. ir)=0 . o 3.V=0 , quella di una conica , che passa pel 

punto (a, fi, 7 ), ed ha ivi la stessa tangente : (conica polare di questo punto). 

Alla equazione del cerchio osculatore nel detto punto può darsi la forma 



(>) 



(te-+-my+n:)ò x /4-pS x , /=0 , o y(x, y, i)=0. 



Per determinare i mutui rapporti de' coefficienti l, m, n, p, esprimerò che que- 
sto cerchio passa per i punti ciclici 

(<i,=* a , fi^=t^, t, =«'*) , (Xt—r 0 -, 7 



(ove X, p, v sono gli angoli di una direzione arbitraria con i lati del triangolo coor- 
dinato ) , e per un punto (a+a’ , fi-hfi' , f-t-T) della curva infinitamente vicino 
a (a, fi, 7 ). Avrò 



( 2 ) 

(3) 



3 V 

la l -bmfi i -+-n'( l -i-p~- = 0 , , 



l^-hmfi^n^+p 2^=0 



(ia-t-m/ 8 - 4 -n 7 )+(la'-*-m/ 3 '-|-ny’) +p- 
Osservando che 



a«,V-4-2(al4-...)(-'l-H...)/+V/ 



3 i ìf Ha'/ 



■=0. 



8J=0, 8 a y=o, 



~da 1 ”" ,v da 
l’ultima equazione diviene 



«V,. 



(fa+in/3-4-»7)-H/a’-t-mi3'+n7')+p[à(r— t)-t~r^-l=0: 

°al 
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ma, essendo il punto («+«',...) nella curva, si ha 

/(«+«', >3-1- /3',Tf+ir')=0, ossia /(a , 0 , »)+««/+£5* a f+i . . =0 , 
da cui 

«V r - .' S5 °/+- - 

SJ V • 

quindi sostituendo, e facendo tendere a!, 0, y (non i loro rapporti) verso zero, si 
ottiene 

(4) /a-t-m/3-(-nY-t-p-2(»' — 2)=0. 

Ciò posto, dovendo coesistere 1’ equazioni (I), (2) , (3), (4) lineari omogenee in 
I, m, u, p, sarà nullo il loro determinante ; c potrò ritenere 







vU 


ZÒJ 


vr 




a 


13 


T 


2(r — 2) 


<p(x, y, 2)= 




P, 


Tf. 


Wf 

V 




a » 


0, 


T« 


5 ! «/ 

v 



assumendo per valori di l, — m, «, — p i determinanti della matrice formala dalle 
tre ultime orizzontali. 

A questa forma giunge il Cayley ( Philosophical transaciions, 1839, pag. 378): 
ignoro per qual via. 

49. Centro e raggio di curvatura. Passo a trovare le coordinate (jt„ y,, *.) del 
centro, ed il raggio p del cerchio osculatore, cioè il centro ed il raggio di curva- 
tura; de’quali il Cayley non si occupa , temendo di andare incontro a trasforma- 
zioni troppo faticose ( Quarteria Journal, 1806, p. 46). 

Le coordinate del centro fanno assumere alle derivate della funzione <f(oo, y, x) 
valori proporzionali a a, b, c : quindi, indicando k una indeterminata, si ha 

^^ m V» + n^+lS^+p~g‘ x J== ka , 

le quali equazioni, moltiplicate per y„, z„ e sommale, danno 

?(*„ y„ : 0 —hk ; 



Digitized by Google 




0 , per la (4) , 



)( 85 )( 

e moltiplicale pera, fi, f e sommate, danno 

(la-f- m/3-f ttf) -t-p(f — \)S' n f='ìk ± , 

P s,j=nx. 

Dunque le coordinate del centro verificano la equazione 

(”) P(' r o>l/»' s; o) == ’pd re /'. 

Intanto, dovendo il centro trovarsi sulla normale in (a, fi, f), avremo (n* 20) 



x.—a 



Vo — P 



J e — Y 



(8) df d/ „ df R df df .df Jf df „ d/ “• 

v ' -i — - t-cosC— -- cosB — — -f-cosA — -fcosC -/■ — ; cosB — -^.cosA 

da dfi df dfi df da df da d$ 

Ora, sommando i quadrati de’ numeratori, moltiplicati P crsen2A,sen2B,*en2C, 
si trova 

(x 0 — #)*sen2A-+-. . . ossia 3p*senAsenBsenC ; 
e facendo lo stesso per i denominatori, si trova 



2 -t-... — 2— —cosA — ... J senAsenBscnC; 

| \da) tlfidf ) 



quindi, ponendo 



-gi^cosA- 

‘dfidf ’ 



ed indicando con !j, >j, £ i denominatori delle (8), queste divengono 
(IO) 



*•"“+ r/-5. Vo= I 5 +-r7^'i' v=y-t*77^?- 

VP Vp vi* 



E resta a determinare p. 

A tale uopo sostituisco nella (7) i valori (10) di x c , y„ x 0 , cd ho 
?(*o,y 0 . *«)=?(“ 

‘■J=^ h Yi v{ 

ma 

f (a, / S,T)=0, 8^=0, S«/=P, (-5-+-- ••)?(«, /3,Y)=ap*'Aeq.(6))=2pP : 
per conseguenza la (7) diviene 
(H) or. 



pJ 



?(5. Z) 
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Semplificherò ora il denominatore 

W n»if W 



( 12 ) 



0 

0 , 

e. 



r 

y t 



r\f 

2(r— 2) 

KJ 

»aj 

à'atf 

SaJ 



Ponendo 

(13) L= ^scnC — ^senB , M=^senA — ~stnC , N=^senB — -^senA, 

' ' di 8 dy di da da d0 

si ottiene 

(u) 2 5=M./+«,V' *F=fiJ>m/+fiAJ. 2*-rÀ 1 /-hr ,»«/. 

(15) 2iL=«,3 a /-a,a«/, 2 l M=y3,3 a /-^ ( 3 at / 1 2iN= Tl 3 a| /- T ,3 a /, 
da cui 

(16) i L f=0 , 

(17) ¥=*./’ V= P ’ 

(18) i»^M» a j)V a /+ìi a JJ a /.(^a t +. • .)(^a, + . . , 

(19) ^a L y=(a ai /)‘a* a /-2a ai /.a a ;.(i« 1 4-...)(ia 1 +...y + (3 at /)*.a* 0 / . 
e dalle (18) e (19) 

(30) (V^V+CM’A/^W-a.*/)- 

Ciò premesso, sottraendo nella (12) dalla prima orizzontale la terza e la quarta 
1 1 

moltiplicate per-PS^ f, -P8 a f, con l’aiuto delle (14), (17), (20), risulta 



9 ( 5 »*.?)= 



0 0 0 3V 

0 Y 

<*) 0, Y« • 

1 «t 0x Y, 

Sostituendo nella (11) si conchiude 



= ~P 3V- 



a 

Pi 



60. Ponendo 



^V' 

,, Af Af abc , 

L - c drtnr L 
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questa forinola si muta nell’ altra 

(afte)’ (— oM'-N'— cL’Mf 



( 22 ) 



4A •/ d d d V»> 






alla quale il Walton giunge per altra via (The quarterly joumal <864 p. 39). 
Indichiamo, egli dice, con di/ l’ angolo di due tangenti infinitamente vicine 



Sarà 



Ma dalle 

si trae 
quindi 



S— C^4V-=«- 



df df df.dfy 



dq— 





2à V/3_df d't dfif 
abe ( df \ * 



(- 

U 3 



— ) —2— ^cosA-.. 

d/3 df 



ad«-(-òd/3-4-cdf=0, ^ da- 1- ^ d/3-f- ^df — 0, 
da=kL’ , d/3- 4M' , c.f =*!S'; 

(± d <L-« d d l)= 

\d/0 df df d/3/ 



_ 4 w/JY V *L W *L n\- d l(£L v +£L w+lLy)],... 

I d/3\df da d/3df ‘ d*f / df VdadjS d*/3 d/3df / 1 



Ed è pure 



, 2—— cosA — d -L - 

\da / "* “d/3 df \da/ d/3 df bc 



aM'N'-H&N'L'+cL'M' 

abe 



Dunque . riducendo. 



d<psss2AA 



aM'Ji'-i-iN'L'-t-cL'M' 



Inoltre 



ds=[- ^(od/3df+àifd«+cd«d/3)] *= o^oM'K'+éH'L'+eL'M')]*. 



Per conseguenza 



_d*_ _ (aie)' (- aM'N'— ÒN'L-cL'MV 



df> 2A 
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51. Se la curva f[a, 0, y)= 0 è una conica, ossia se 
V/^2/1*. y, z) , 

l'equazione (I) del cerchio osculatore diviene 

?(*. y< y, a)=0 , 

ove 1,— m, n,—-p, sono i determinanti della matrice 



a P Y 
Y. 

*i Y, 

e la forinola (21) del raggio diviene 



0 



/'(«. £, y) 
*«/ 

/ a? ’ $*• Yi) 
*«./ 



P* 

P_ 2/>L, H, N) ‘ 



llcercbio osculatore incontra la conica ne’ due punti ove questa è incontrata 
dalle rette ìJ—0, te-j-my-+-ni=:0; de'quali tre coincidono con (a, 0, y), ed il ri- 
manente è il secondo punto d'incontro con te-|-mp-+-nxs=0, oss j a 



x 

a 



y 

0 



M 

T 



= 0 . 



“i/a/a/"— Va,®»/. 






Y tfc x,®a/~ tif xfiaj 



Ora, considerando in questa equazione a, 0, y come variabili , c x, y, z come 
date, essa rappresenta una conica, che passa pel punto (x, y, x). Se dunque que- 
sto è un punto della conica data f[tx , 0, y)=0, si potranno descrivere par esso tre 
cerchi che le siano osculatori altrove. Tra le coniche, che passano per i tre punti 
di osculo e per ( x , y, x), vi è la circonferenza 






x y x 

a 0 y 

a <faàaf—*jaàa t f:0,[a.?aif ^j/a^a/.Yi/a^A — Y/o^a/ 



Mo- 



si potrebbe anche dimostrare che il baricentro del triangolo avente per vertici i 
detti tre pumi di osculo è il centro della conica, ossia che questo triangolo è mas- 
simo fra gl’ iscritti nella conica (*). 



(*) E qui pongo termine al lavoro, giudicando che da quanto bo esposto apparisca ab- 
bastanza chiaro U concetto che lo ha dettato. 



SS*J G7G5G3 
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